Najdlhsia vybrana rastica podpostupnost
(Dynamické programovanie)

Matej Perejda

Uloha: Dana je postupnost N ¢isel: P[0], P[1],...,P[N — 1]. Najdite takt podpostupnost
(nemusi byt sivisla), aby vSetky hodnoty vybranej podpostupnosti tvorili rasticu postupnost
hodnot a vybrana postupnost bola najdlhsia mozné.

Definicia: Vstupom P je postupnost N ¢isel P[0], P[1],...,P[N — 1] . Pod najdlhsou vybranou
rasticou podpostupnostou budeme rozumiet [ubovolni podmnozinu danej postupnosti v ktorej
st hodnoty zoradené v poradi od najmensej po najvicsiu a v ktorej je podpostupnost najdlhsia
mozna. Tato podpostupnost nemusi byt savisla a taktiez jedind, ktora existuje.

Priklad:

Vstup P: 10, 22, 9, 33, 21, 50, 41, 60, 80

Rastica podpostupnost A: 9, 21, 50, 60, 80

Najdlhsia rastica podpostupnost B: 10, 22, 33, 50, 60, 80

Nasli sme rasticu podpostupnost A dlzky 5. Tato podpostupnost nie je najdlhiia mozna.
Viimnime si, Ze existuje rasttica podpostupnost B dlzky 6, ktora je zaroven najdlhSou rasticou
podpostupnostou postupnosti P. Ziadna dlhgia rasttca podpostupnost vstupnej postupnosti P
neexistuje.

Nie je to jediné existujice riefenie tejto dlzky. Dalsia (6 prvkova) vybrana rastica podpostup-
nost je napriklad 10, 22, 33, 41, 60, 80.

RieSenie: Jednym zo sposobov ako tito tlohu riesit je vyuzit dynamické programovanie.
Nech P je postupnost N ¢isel: P[0], P[1],...,P[N — 1]. Definujme D[i] ako premennt, ktora re-
prezentuje dizku najdlhsej rasticej podpostupnosti danej postupnosti P, ktora konéi vo zvolenom
i-tom prvku.

DJi] - diZka najdlh%ej vybranej rastticej podpostupnosti, ktora koné&i v i-tom prvku

Zo vstupu P vyberieme Tubovolni rasticu podpostupnost kondiacu na indexe i (zvolime si
napr. i = 6). Podpostupnost je vyznacena cervenou farbou, prvok na i-tom indexe modrou far-
bou. Uvazujme teda o najdlhSej vybranej rasticej podpostupnosti, ktora kon¢i vo zvolenom prvku
postupnosti na i-tej pozicii (a obsahuje ho).

Vstup P: 10, 22, 9, 33, 21, 50, 41, 60, 80
Najdlhsia vybrana rastica podpostupnost konéiaca v P[i] = P[6]: 10, 22, 33, 41

Tymto sme dostali optimélne rieSenie, ktoré predlzuje o jeden prvok (41) nejaki najdlhsiu
vybrani rastticu podpostupnost. Nevieme, ktorti podpostupnost predlzujeme, ale uréite vieme,
ze sa kon¢i v nejakom prvku nachadzajicom sa vlavo od 41 a logicky(kedze ide o rastiicu pod-
postupnost) mensom ako 41.



Nasledne, najdlhgiu rasticu podpostupnost dokédzeme najst dynamickym programovanim v ¢ase
O(NQ) pomocou nasledujtcej relacie:

D[i] = 1 + max{0, D[j]|0 < j <i A P[j] < Pli]}

K urceniu hodnoty D[i] dospejeme vypocitanim hodnét D[j] pre j < i postupne pre D[0], D[1],

D[2]..

Vstup D: 10, 22, 9, 33, 21, 50, 41, 60, 80

Krok 1: D[i] | i=0 D[0] = 1 (trivialny pripad)

Krok 2: D[i] | i =1

Krok 3: D[i] | i = 2

Krok 4: D[i] | i = 3

Krok 5: Di] | i =4

Krok 6: D[i] | i =5

Krok 7: D[i] | i = 6

Krok 8: D[i] |i =7

Krok 9: D[i] | i = 8

D[1] =1 4+ max{0, D[0]|0 < j <i A P[j] < P[i]}
D[1] =1 + max{0, 1}
Dl1l]=1+1=D[1] =2

D[2] =1 + max{0, D[1]|0 < j <iA P[j] < P[i]}
Nie je splnena podmienka P[2] > P[1] ani P[2] > P|0]
D[2]=1

D[3] =1 + max{0, D[1], D[2]|0 < j < i A P[j] < P[i]}
D[3] =1 + max{0,1,2}
D]=1+2=D[3] =3

D[4] = 1 + max{0, D[0], D[2]|0 < j < i A P[j] < P[i]}
Plati len pre D[0] a D|2], pretoze P|0] < P[4] a P|2| < P[4]
D[4] =1 + max{0,1,1}

D4 =1+1=D[4] =2

D[5] = 1+ max{0, D[0], D[1], D[2], D[3], D[4]|0 < j < i A P[j] < P[i]}
D[5] = 1 + max{0,1,2,1,3,2}
D5 =1+3=D[5] =4

DI[6] =1 +max{0, D[0], D[1], D[2], D[3], D[4]|0 < j < i A P[j] < Pli]}
Plati pre D[0], D[1], D|2], D[3], D[4]

D[6] = 1 + max{0,1,2,1,3,2}

D[6] =1 + 3 = D[6] = 4

D[7] = 1 + max{0, D[0], D[1], D[2], D[3], D[4], D[5], D[6]}
D[7] =1 + max{0,1,2,1,3,2,4,4}
D[7l=1+4=D[7] =5

D[] = 1 + max{0, D[0], D[1], D[2], D[3], D[4], D[5], D[6], D[7]}
D[8] = 1 + max{0,1,2,1,3,2,4,4,5}
D§|=1+5=D[8] = 6

Najdlhsia vybrana rastica podpostupnost postupnosti D ma dlzku 6.



Ak uz vieme ako vypotitat dizku najdlhdej vybranej rastiicej podpostupnosti (NVRP), bude
nas zaujimat jej optiméalne rieSenie. Ako teda zrekongtruovat NVRP ? Zadefinujme premenné,
ktoré nam dopomdzu pri jej hladani.

e mazDlzka - dlzka doteraz zatial najdlhsej najdenej vybranej rasticej podpostupnosti
| hodnota na za¢iatku nastavena ako maxDlzka = 1

e najlepsiKoniec - index prvku v ktorom kon¢i doteraz najdlhsia najdena rastica podpostup-
nost | hodnota na zaciatku najlepsi K oniec = 0

e D[] - pole celych &isel dizky N, ktoré podla vzfahu na vypocet dizky NVRP na kazdom
indexe tohto pola uchovava dlzku NVRP koné¢iacu na indexe i. | trividlny pripad D[0] = 1

e predchodcal ] - pole celych &isel dizky N, ktoré na danom indexe i tohto pola uchovava
index predchodcu prvku NVRP, ktory sa nachddza na indexe i | ak prvok nema predchodcu
predchodca0] = -1

Pocas algoritmu poc¢itania dizky NVRP sa tieto hodnoty ukladaji do premennych a postupne
sa aktualizuji. Pomocou tychto tidajov vieme spétne zrekonstruovat presni podobu NVRP. Na
priklade z predchadzajtcej strany si ukdzeme aké hodnoty sa ulozia do tychto premennych.

Maximdlna diZka NVRP je: 6
NVRP konéi v prvku na indexe: 8

Pole D: {1, 2, 1, 3, 2, 4, 4, 5, 6}
Pole predchodcov: {-1, @, -1, 1, 2, 3, 3, 6, 7}
NVRP: 18 22 33 41 6@ 88

V prvych dvoch riadkoch vidime, Ze algoritmus vypocital dizku NVRP aindex (najlepsiK oniec)
na ktorom sa NVRP koné¢i. V kéde za tymto textom, v ¢asti "Rekonstruovanie NVRP" mozeme
vidiet ako cela NVRP pomocou tychto pomocnych premennych vznika.

Do zasobnika je najprv vlozeny prvok, ktory sa nachadza vo vstupe na indexe najlepsi Koniec.
Tymto prvkom sa bude koncit celd najdend NVRP. Nasleduje while cyklus, ktory hovori: "kym
mam spravneho predchodcu (predchodca ma kladny index), prid4d sa ku mne"— predchodca je
pridany do zasobnika a najlepsiKoniec je aktualizovany na index tohto pridaného predchodcu.
Cely tento cyklus trva az kym v poli predchodcal | nenarazime na index rovny -1. Napokon nam
v zasobniku ostant ulozené prvky zrekonstruovanej NVRP dlzky, ktori sme vypocitali. Prvky
vypiSeme.



import java.util.Stack;

public class NajdlhsiaVybranaRastucaPodpostupnost {

// Main

public static void main(String[] args) {
int[ ] vstup = { 10, 22, 9, 33, 21, 50, 41, 60, 80 };
najdiNVRP (vstup) ;

by

// Najde NVRP

public static void najdiNVRP(int[] vstupnePole) {
int maxDlzka = 1;
int najlepsiKoniec = 0;
int[] D = new int[vstupnePole.length];
int[] predchodca = new int[vstupnePole.length];
DLO] = 1;
predchodcal0] = -1;

// Relacia na vypocet dlzky
for (int i = 1; i < vstupnePole.length; i++) {
D[i] = 1;
predchodcali] = -1;
for (int j =1 - 1; j >= 0; j--) {
if ((D[j] + 1 > D[i]) && vstupnePole[j] <= vstupnePole[i]) {
D[i] = 1 + D[j];
predchodcali] = j; // uchovavanie predchodcu

i

// Aktualizacia dlzky NVRP

if (D[i] > maxDlzka) {
maxDlzka = D[i];
najlepsiKoniec = 1ij;

b
// Orientacne vypisy
System.out.println("Maximalna dlzka NVRP je: " + maxDlzka);

System.out.println("NVRP konci v prvku na indexe: " + najlepsiKoniec +
II\nII) ;
System.out.print("Pole D: " + " ")

vypisPole(D);
System.out.print("Pole predchodcov: " + " ");
vypisPole(predchodca);

// Rekonstruovanie NVRP

Stack<Integer> stack = new Stack<Integer>();

System.out.print ("NVRP: ")

stack.push(vstupnePole[najlepsiKoniec]);

while (predchodcalnajlepsiKoniec] >= 0) {
stack.push(vstupnePole [predchodcalnajlepsiKoniec]l]);
najlepsiKoniec = predchodcalnajlepsiKoniec];

}

while (!stack.isEmpty()) {
System.out.print(stack.pop() + " ");

¥



private static void vypisPole(int[] poleNaVypis) {
System.out.print ("{");
for (int i = 0; i < poleNaVypis.length; i++) {
if (i !'= poleNaVypis.length - 1)
System.out.print(poleNaVypis[i]l + ", ");
else
System.out.print (poleNaVypis[il);

}
System.out.print("}");
System.out.println();




