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oooo
B Graphs are everywhere!
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_ Programevanie, shgertiy, suiitos (ke nfermatiy, PF VPRSI
oo
- Grafy ...

Svet okolo nas je plny vztahov - binarnych relacii
medzi objektmi

Priklady:
e objekt: clovek, relacia: poznat sa
e objekt: mesto, relacia: byt spojeny priamou cestou
e objekty: osoby a mesta, relacia: byvat’ v meste

e relacia je iba medzi objektmi rozneho typu (osoba-mesto,
nie osoba-osoba alebo mesto-mesto)

e objekty: studenti a prednasky, relacia: student sa
zucastnil prednasky



o000 5
2 Zovseobecnenie reldcii ...

Graf = kruzky a ciary (alebo kruzky a sipky)



ooogd m, o
B Grafy - formdlnejsie

Grafom G nazyvame dvojicu (V, E), kde:
e V je mnozina vrcholov grafu (kruzky)

e E (E <V xV) je mnozina hran grafu (Ciary, resp.
Sipky)

Priklady:

e vrcholy = mesta, hrany = priame cesty medzi mestami

e vrcholy = pouzivatelia Facebook-u, hrany =
priatelstvo medzi pouzivatelmi FB



___ Progromovania, skgortrmy, soitest (Ustow informetiy, PF UPSS)
oooo

L Ako ulozit graf v programe?

Matica susednosti:
boolean[ ][] graf =

D (3) E (4) new boolean[n][n]
A B C D -
Al FTETETTIT E
Ao B C(2) sl FIFITITI|F
clrlTlFrIFIT
o T I TIFIF I T
graf[u][v] =medzi El FIFITITI!F

. vrcholmi u a v je hrana




Ako ulozit graf v programe?

zoznam hran + zoznam vrcholov: D(3)  E(4)
e (A D), (B,D),(D,E),(B,C),(C,E)
e (A,B,C,D,E)
e List<Hrana>+ List<Vrchol>? A (0) B (1) @)

Incidencna matica pre graf s n vrcholmi a m
hranami:

e boolean[ ][] graf = new boolean[n][m]

e graf[u][e]- true, prave vtedy ked’ vrchol u je
jednym z koncovych vrcholov hrany e

e hrana e = (u, V) je incidentna s vrcholmiu av



Ako ulozit graf v programe?

Objektovy pristup (kniznica PAZGraphs.jar)
Zakladné objekty:

e Graph - reprezentuje graf

e Vertex - reprezentuje vrchol grafu

e Edge - reprezentuje hranu v grafe

Graph fb = new Graph();

Vertex u = fb.addVertex("Janko");
Vertex v = fb.addVertex("Marienka");
Edge priatelstvo = fb.addEdge(u, v);
System.out.println(fb);



Prehladavanie grafov

Su Kosice odrezané od sveta?

SPOJENIE ODCHODY ZASTAVKOVE CP SPOJE
Cestovny p.: B8 @ letads v
Odkial’: @ KoZice
Kam: @ Sillicon Valley
Len priame spojenia B & Pridat prestupné miesta B
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____ Programovanis, sigositmy, litest (Dste informatity, PF UPSS]

oo o
b Suvislost grafu
G A B c
Problém:

e Ako zistit, Ci je graf suvisly, t.j., Ci existuje spojenie
medzi kazdymi 2 vrcholmi grafu?
e Interpretacia:
e suvislost’ cestnej/komunikacnej siete
e letecké spojenie medzi vsetkymi mestami

e izolované socialne skupinky v kolektive
11



oooo o -..':':m
SRk Suvislost: Pozriem a vidim?

Pozriem a vidim
»,hefunguje“ pre
velke grafy.

,,Pozriem a vidim*“
v tabulke?

12



___ Programouanis, skgositmy, itost (Dste informatity, PF UPSS]

ooogd
SR Terminolégia (neformdlne)
F D E
Podgraf
e lubovolna podmnozina
vrcholov a podmnozina N B
s nimi incidentnych hran C

Cesta

e postupnost’ vrcholov grafu bez opakovania, v ktorej
kazdé 2 za sebou iduce vrcholy su spojené hranou

e Priklad cesty: A, D, B, C
Suvisly graf

e medzi kazdymi dvoma vrcholmi existuje cesta
13



____ Programovanis, sigositmy, litest (Dste informatity, PF UPSS]
oooo

b Suvislost grafu - idea
. D E
G A B c

|dea algoritmu:

e zistit, Ci sa z nejakého vrcholu grafu vieme dostat’ do

vsetkych ostatnych - systematické prehladavanie
grafu

e ,implementacia“: po navstiveni kazdého vrcholu
navstivime aj vSetkych jeho susedov

14



oooo !lm
(B Prehladdvanie do Sirky

Pracuje vo fazach:

e v kazdej faze navstivime nenavstivenych susedov,
tych vrcholov, ktoré boli po prvy krat navstivené v
predchadzajucej faze

——C

15



oooo !lm
(B Prehladdvanie do Sirky

Pracuje vo fazach:

e v kazdej faze navstivime nenavstivenych susedov,
tych vrcholov, ktoré boli po prvy krat navstivené v
predchadzajucej faze

——C
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____ Programouanis, shgositmy, itost (Dste informatity, PE UPSS|
oooo

(B Prehladdvanie do Sirky

Pracuje vo fazach:

e v kazdej faze navstivime nenavstivenych susedov,

tych vrcholov, ktoré boli po prvy krat navstivené v
predchadzajucej faze

o—@- 1

Cervené hrany s
hrany, po ktorych
vrchol prvy krat
navstivime

17



_____ Progromovania, slgoritrey, soiitest (Ustow informotiy, PF UPSS)
oooo

(B Prehladdvanie do Sirky

Pracuje vo fazach:

e v kazdej faze navstivime nenavstivenych susedov,

tych vrcholov, ktoré boli po prvy krat navstivené v
predchadzajucej faze

Z 1
o—o-
2 0

Cervené hrany s
hrany, po ktorych 2
vrchol prvy krat

navstivime

18



_____ Progromovania, slgoritrey, soiitest (Ustow informotiy, PF UPSS)
oooo

(B Prehladdvanie do Sirky

Pracuje vo fazach:

e v kazdej faze navstivime nenavstivenych susedov,

tych vrcholov, ktoré boli po prvy krat navstivené v
predchadzajucej faze

Cervené hrany s
hrany, po ktorych 2
vrchol prvy krat
navstivime

19



oooo ; w
= Prehladdvanie do Sirky - BFS

Prehladavanie do sirky
e Breadth-first search (BFS)

Pouzijeme rad

e obsahuje len navstiveneé vrcholy, ktorych susedov sme
este z tohto vrcholu navstivili

20



Prehladdvanie do Sirky - BFS

public static Map<Vertex, Boolean> bfs(Graph g, Vertex start) {

Map<Vertex, Boolean> navstiveny = g.createVertexMap(false);

Queue<Vertex> rad = new LinkedList<Vertex>();

navstiveny.put(start, true); rad.offer(start);

while (!rad.isEmpty()) {
Vertex v = rad.poll();
for (Vertex sused : v.getOutNeighbours())

if (Inavstiveny.get(sused)) { nenavétll'\\l/aeﬁ'/t(i:\;\ir;]&edova
navstiveny.put(sused, true); pridame ich do radu, aby
rad.offer(sused); sme nezabudli navstivit aj

ich susedov.

}

return navstiveny;

21



Prehladdvanie do Sirky - BFS

BFS spusteny z A, B, - D E
C, D alebo E nikdy
nenavstivi vrchol F a G \
e graf nie je suvisly
G A B
C
Komponent grafu _ dva komponenty sivislosti |

e maximalny suvisly podgraf
e mnozina vrcholov, ktoré su navzajom prepojené
cestami v grafe

e na hladanie komponentov ide pouzit’ napr. BFS (ale aj
iné algoritmy na testovanie suvislosti)

22



oooo : wm
e Prehladdvanie do Sirky - BFS

Graf je suvisly, ak
BFS prechod navstivi
vsetky vrcholy grafu

BFS vieme pouzit' na
vypocet najkratsej
cesty z daneho vrcholu do vsetkych ostatnych
Cervené hrany (objavitelské hrany) vytvarajd
suvisly podgraf bez cyklov:

e minimalna mnozina hran, ktoré musime zachovat,

aby graf este ostal suvisly 23



00 ___ Programovanie, algoritm, zloitost (Ustav informatiky, PF UPJS)
B Kostra grafu

Kostra grafu je taka podmnozina T )
hran grafu G, ze plati: N

1. Medzi kazdymi 2 vrcholmi grafu existuje
cesta vyuzivajuca len hrany kostry T

2. Odobratim lubovolnej hrany kostry uz
vlastnost’ 1 nebude platit’

Kostra grafu — minimalna mnozina hran grafu,
ktora ,drzi graf pokope*”

e graf moze mat’ vela kostier

Objavitelské hrany v BFS definuju BFS kostru

24



Aplikacie BFS

Socialna siet’ - najdenie socialnej vzdialenosti
medzi osobami

e fenomen maleho sveta - six degrees of separation

Siet’ dopravnych spojeni - najdenie spojenia s
minimalnym poctom prestupov

e vrchol - stanica, hrana - dopravné spojenie
Komunikacna siet’

e najdenie minimalnej mnoziny spojeni na upgrade,
aby medzi kazdymi 2 uzlami bolo spojenie po
upgradovanych (napr. optickych) linkach

25



oooo m
b Prehladdvanie do hibky

Prehladavanie do hibky
e depth-first search DFS

Stratégia navstevy vrcholu:
e oznac vrchol ako navstiveny

e postupne navstiv vsetky jeho susedné nenavstivené
vrcholy

e vrat’ sa do vrcholu, z ktorého si sem prisiel

Narozdiel od BFS (,,vlna siriaca sa v grafe“) je DFS
predstavitelne ako ,,putovanie v grafe*

26



oooo

(e DFS

Cervené hrany s
hrany, po ktorych
vrchol prvy krat
navstivime
(objavitelské hrany)
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oooo

(e DFS

Cervené hrany s
hrany, po ktorych
vrchol prvy krat
navstivime
(objavitelské hrany)
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ooog

(e DFS

Cervené hrany s
hrany, po ktorych
vrchol prvy krat
navstivime
(objavitelské hrany)
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ooog

(e DFS

Cervené hrany s
hrany, po ktorych
vrchol prvy krat
navstivime
(objavitelské hrany)
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oooo

(e DFS

Cervené hrany s
hrany, po ktorych
vrchol prvy krat
navstivime
(objavitelské hrany)
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oooo

(e DFS

Cervené hrany s
hrany, po ktorych
vrchol prvy krat
navstivime
(objavitelské hrany)

Niet nenavstivenych
susedov — vraciame sa
spat.

32



oooo

(e DFS

O——C— 4
_______________________________________ 5
Niet nenavstivenych ,'
susedov — vraciame sa 1
spat.
3
6

Cervené hrany s
hrany, po ktorych
vrchol prvy krat
navstivime
(objavitelské hrany)
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oooo

(e DFS

Cervené hrany s
hrany, po ktorych
vrchol prvy krat
navstivime
(objavitelské hrany)
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oooo

(e DFS

Cervené hrany s
hrany, po ktorych
vrchol prvy krat
navstivime
(objavitelské hrany)
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Programovanie, algoritmy, zloZitost (Ustav informatiky, PF UPJS)

DFS

Niet nenavstivenych
susedov — vraciame sa
spat.

Cervené hrany s
hrany, po ktorych
vrchol prvy krat
navstivime
(objavitelské hrany)

36



oooo

(e DFS

Niet nenavstivenych 1
susedov — vraciame sa

spat. 3

Cervené hrany s
hrany, po ktorych
vrchol prvy krat
navstivime
(objavitelské hrany)
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Programovanie, algoritmy, zloZitost (Ustav informatiky, PF UPJS)
oooog

(I DFS

Cervené hrany s
hrany, po ktorych
vrchol prvy krat
navstivime
(objavitelské hrany)

38



Programovanie, algoritmy, zloZitost (Ustav informatiky, PF UPJS)
oooog

(I DFS

Cervené hrany s
hrany, po ktorych
vrchol prvy krat
navstivime
(objavitelské hrany)
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Programovanie, algoritmy, zloZitost (Ustav informatiky, PF UPJS)
oooog

(I DFS

Cervené hrany s
hrany, po ktorych
vrchol prvy krat
navstivime
(objavitelské hrany)

40



oooo

(e DFS

8§ O—O— 4

6
Cervené hrany s
hrany, po ktorych
vrchol prvy krat |
navstivime Niet nenavstivenych
(objavitelske hrany) B fasai hont ik

41



Rekurzivne DFS

public void dfs(Vertex v, Map<Vertex, Boolean> navstiveny) {

navstiveny.put(v, true); ﬂ—_ S e e

for (Vertex sused : v.getOutNeighbours())

if (!navstiveny.get(sused))
ifs (sused, mavstiveny); \ Postupn(?r)avé’fl’vime
nenavstivenych

} susedov

public Map<Vertex, Boolean> dfsRekurzivne(Graph g, Vertex start) {
Map<Vertex, Boolean> navstiveny = g.createVertexMap(false);
dfs(start, navstiveny);

return navstiveny;

42



Nerekurzivne DFS

public static Map<Vertex, Boolean> dfsNerekurzivne(Graph g, Vertex start) {

Map<Vertex, Boolean> navstiveny = g.createVertexMap(false);

Stack<Vertex> zasobnik = new Stack<Vertex>();

zasobnik.push(start);

while (!zasobnik.isEmpty()) {

Vertex v = zasobnik.pop();

if (navstiveny.get(v))
continue;

navstiveny.put(v, true);

for (Vertex sused : v.getOutNeighbours())
if (!navstiveny.get(sused))

zasobnik.push(sused);

}

return navstiveny;

43



Vlastnosti DFS

Objavitelske hrany (hrany, po ktorych sme po

prvy krat navstivili vrchol) v DFS definuju DFS
kostru

DFS kostra - ma isté uzitocné ,,grafarske*
vlastnosti tykajuce sa nekostrovych

e napr. efektivne hladanie artikulacii (vrcholov, po
ktorych odstraneni sa graf ,,rozpadne“ = nebude
suvisly) v grafe

Odstranenim G alebo H sa
graf rozpadne.

44



BFS vs. DFS

Casova narocnost’ oboch algoritmov je pri
vhodnej reprezentacii grafu O(n + m), kde n je
pocet vrcholov a m je pocet hran

e pri pouziti matice susednosti maju oba algoritmy
casovu zlozitost O(n?)

e kazdy z n vrcholov navstivime len raz, v kazdom vrchole
preskUmame nanajvys n jeho susedov

DFS vo vseobecnosti vyzaduje menej pamate (pri
vhodnej implementacii)

BFS navyse hlada aj najkratsSie cesty

45



oooo m
I Grafovd terminolégia

Excentricita vrcholu:

e vzdialenost od neho k najvzdialenejsieho vrcholu

e algoritmus: BFS prehladavanie
Centrum grafu:
e mnozina vrcholov s minimalnou excentricitou
Priemer grafu:

e maximalna vzdialenost’ medzi 2 vrcholmi grafu

e priemer grafu = maximalna excentricitav grafe (spomedzi
vsetkych vrcholov grafu)

46



oooo
oo

‘ J PAZ +—

Topologickeé triedenie

a grafy, kde hrany maju orientaciu

Airplane Design Process

47



00 m
b Orientovany graf

Niekedy vztahy (relacie) nie su symetrické:
e Osoba A ma rada osobu B, ale osoba B nema rada A

Nesymetricka relacia ,,zacat’ pred*
e PAZ1a musi byt absolvované pred PAZ1b

Nesymetricke vztahy (relacie) modelujeme
orientovanym grafom (directed graph)

e orientovanu hranu volame Sip

e hrany nie su ciary, ale sipky

48



___ Progromovania, skgortrmy, soitest (Ustow informetiy, PF UPSS)
oooo
oo

I Orientovany graf v programe

Matica susednosti:

boolean[ ][] graf =
new boolean[n][n]

D (3) E (4)
A B C D E
A| F | F | F | T]|F
SURESE C () B | F| F | F | T|F
C|F | T | F | F|T
D | F| F | F | F | T
Egr‘af[u][v] =z u do v ide E i i i i r

hrana v grafe

49



Algoritmy pre orient. grafy

DFS a BFS prechody vieme pouzit’ na najdenie
vrcholov dostupnych zo zadaného vrcholu po
orientovanych cestach

e orientovana cesta = cesta urcena sipmi

Topologické usporiadanie:

e najst taku postupnost’ vrcholov, aby ak zu do v je v
grafe orientovana hrana, tak vrchol u je v
postupnosti pred vrcholom v

50



Topologicke usporiadanie

Motivacia:
e mnozina cinnosti
e vieme, co musi byt’ spravené skor:

e A musi byt spravena pred B, pretoze Cinnost’ B
potrebuje pouzit’ vysledok cinnosti A:
e kosela musi byt oblecena skor ako kabat
e PAZ1a musi byt spraveny pred PAZ1b

e vodoinstalaciu mézem tahat, az ked’ su hotové mury
Problém: najst taku postupnost’ vykonavania
cinnosti, aby boli splnené vsetky podmienky

51



Programovanie, algoritmy, zloZitost (Ustav informatiky, PF UPJS)

ooog . . . .
Bk Topologické usporiadanie

‘
D <D

/

@:hﬂvn orlcnlovanc Pﬂ‘mﬂ'ﬂ?iﬂ:}
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Topologicke usporiadanie

Topologickeé usporiadanie:

e najst taku postupnost’ vrcholov, aby ak zu do v je v
grafe orientovana hrana, tak u je v postupnosti pred
vrcholom v

Orientovany graf moze
mat’ viacero topologickych
usporiadani.

Topologicky usporiadané vrcholy:
A C,B,D, E
C,B,A,DE

53



oooo . m
SR Topologické usporiadanie

Topologickeé usporiadanie:

e najst taku postupnost’ vrcholov, aby ak zu do v je v
grafe orientovana hrana, tak u je v postupnosti pred
vrcholom v

________________________________________

Existuju grafy, ktoré
' nemozno topologicky
: usporiadat’.
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oooo m
(I TopSort - algoritmus

Idea:
e kym sa da, opakuj:

e vyber lubovolny vrchol, do ktorého nevchadza ziadna
orientovana hrana, ,,vypis ho“ a odstran ho

e ak sa skoncilo s prazdnym grafom, mame topologické
usporiadanie vrcholov

e ak sa skocilo s neprazdnym grafom, graf nema
topologicke usporiadanie

Preco to funguje?
e Dokaz indukciou na pocet vrcholov grafu (cvicenia)

55



Programovanie, algoritmy, zloZitost (Ustav informatiky, PF UPJS)

oooo . o
S TopSort - vizualizdcia

D E
B j
A C

A C BDE
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oooo | m
S Topologické usporiadanie

Uzitocny algoritmus pri manazovani projektov
e metoda PERT

Casova zloZitost O(n?):
e n odstranovanych vrcholov

e najdenie vrcholu bez predchodcu O(n)

e odstranenievrcholu a s nim incidentnych hran O(n)

e pri vhodnej reprezentacii grafu s n vrcholmi a m
hranami O(n+m)

Mozno pouzit na najdenie orientovanych cyklov v
grafe (viac na cviceniach)

57



Sumarizdacia

Graf

e prostriedok na zachytenie vztahov medzi objektami

Grafy a grafové algoritmy

e neuveritelné mnozstvo aplikacii a moznosti pouzitia

Prehladavania grafov
e overenie suvislosti, najkratsie cesty, kostry, ...
Topologické triedenie

e usporiadanie vrcholov orientovaného grafu, hladanie
orientovanych cyklov, ...
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_Graf nds kazdodenn

Open Graph

A new class of apps

11

y

59



oooo

oo
[][paz -

ak nie su otazky..

Dakujem za pozornost!
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