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DDDD Programovanie, algoritmy, zloZitost (Ustav informatiky, PF UPJS)
oo

=1l Motivacia

Priklad 1.

Superchytra umela inteligencia, ktora sa nikdy nemyli,
nam predpovedala, ako sa bude vyvijat cena zlata v
nasledujucich dnoch:

EUR/g

27.4. 284. 294. 304. 1.5. 3.5.



DDDD Programovanie, algoritmy, zloZitost (Ustav informatiky, PF UPJS)
oo

=1l Motivacia

Priklad 1.
Mame v hotovosti 300 eur.

Ako s nim obchodovat, aby sme si ¢o najviac zarobili?

EUR/g

27.4. 284. 294. 304. 1.5. 3.5.



B Progromovania, slgertry, soiitest (Ustewinformotiy, PF UPSS)
oooo
oo

=1l Motivacia

Priklad 1.
Vieme ziskat na konci posledného dria 400 EUR?
A da sa dosiahnut eSte viac?

Ako postupovat optimalne?
EUR/g

27.4. 28.4. 29.4. 30A4.



§___ Prosremouanis,sigoritmy, solitest (st informatity, PF UPSS]
oooo

2 Motivdcia

Priklad 1.
Pockame, kym cena klesne na 30 EUR/g.

Vtedy nakupime za vsSetky peniaze 10 gramov zlata.

300 EUR = 10 g x 30 EUR/g

27.4. 284. 294. 304. 1.5. 3.5.




B Progromovania, slgertry, soiitest (Ustewinformotiy, PF UPSS)
oooo
oo

=1l Motivacia

Priklad 1.
Na druhy den ho zase vsetko predame.
10 g x 35 EUR/g = 350 EUR

takze budeme mat 350 eur

30 I i I

27.4. 28.4. 29.4. 30A4.




§___ Prosremouanis,sigoritmy, solitest (st informatity, PF UPSS]
oooo
oo

1o Pozorovanie

V nasej stratégii na rieSenie ulohy sa striedaju dva
kroky:

pockame na lacné zlato a nakupime;

pockame na drahé zlato a predame.

Ako exaktne definovat, ¢o je ,lacné zlato”,

a teda kedy nakupovat a kedy preddvat?



____ Programouanis, shgositmy, itost (Dste informatity, PE UPSS|
oooo

2 Greedy stratégia

Cena zlata sa meni v noci.

Teda kazdy veCcer mbzeme pazravo (nenasytne)
rozhodnut, ¢i chceme zlato alebo peniaze, a podla toho
nakupit alebo predat.

Dolezity poznatok:

Stretavame sa so situaciou, kedy sme globalne
optimalne riesenie zostrojili tak, ze sme postupne
urobili niekol'ko lokalne optimalnych rozhodnuti.
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Programovanie, algoritmy, zloZitost (Ustav informatiky, PF UPJS)

oooo

2 Motivdcia

Priklad 2.
Predpokladajme, Zze budeme platit mincami.
Nase mince maju hodnoty
25¢, 10¢, 5¢ a 1¢

mame ich dost

chceme zaplatit 63¢.

Pri platbe chceme pouzit ¢o najmenej minci!
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Programovanie, algoritmy, zloZitost (Ustav informatiky, PF UPJS)

o0ooo .
==/ Greedy strategia
Zvolime nasledujuci algoritmus: “‘,’,,‘1,”,2?

25¢

10¢

16
potrebujeme
zaplatit’
~

-
Doteraz pouzitée mince:

N .




Greedy stratégia

hodnoty

Zvolime nasledujuci algoritmus: inci

Zaplatime najvacsou mincou nie vacsou ako 63¢,

pridame ju do zoznamu minci, ktorymi platime a
odpocitame jej hodnotu od 63¢ a dostaneme,

63¢ Ze ndm ostava ndm zaplatit eSte 38¢;

25¢

__potrebujeme e ™
zaplatit Doteraz pouzité mince:

25¢

— N /13

38¢




Zvolime nasledujuci algoritmus:

Potom vyberieme najvacsiu mincu, ktorej hodnota
nie je vacsSia ako 38¢, pridame do zoznamu minci,
ktorymi platime a ostdva nam zaplatit 13¢;

63¢

25¢

25¢

potrebujeme
13¢ } zaplatit’

Greedy stratégia

hodnoty
minci

-

L

Doteraz pouzite mince:
25¢, 25¢

~

)
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Zvolime nasledujuci algoritmus:

Opat vyberieme najvacsiu mincu, ktorej hodnota
nie je vacsSia ako 13¢, pridame do zoznamu minci,
ktorymi platime a ostdva nam zaplatit esSte 3¢;

63¢

25¢

25¢

3¢

potrebujeme
zaplatit’

Greedy stratégia

hodnoty
minci

-

L

Doteraz pouzite mince:
25¢, 25¢, 10¢

~

)
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5

Zvolime nasledujuci algoritmus:

... takymto postupom nasledne vyberieme este
trikrat mincu v hodnote 1¢ a ziskali sme rieSenie.

63¢

Greedy stratégia

hodnoty
minci

v tomto pripade greedy stratégia

poskytne optimalne riesenie

\ vdaka vhodnym hodnotam minci -

P
Doteraz pouzite mince:

25¢, 25¢, 10¢, 1¢, 1¢, 1¢

L

~

)
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Programovanie, algoritmy, zloZitost (Ustav informatiky, PF UPJS)

oooo .
2 Greedy stratégia
{Zmena ! J

Nase mince maju teraz hodnoty
11¢, 5¢ a 1¢ hodnoty
mame ich dost 11¢

chceme zaplatit 15¢.
L 1¢

17



Greedy stratégia

Zmena |

podla tejto stratégie by sme vybrali:

hodnoty
minci

15¢

11¢

L 1¢ |

L 1¢
L 1¢

5 minci
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Greedy stratégia

Zmena |

podla tejto stratégie by sme vybrali:

hodnoty
minci

Toto nie je

optimalne riesenie

_

5 minci
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Zmena |

podla tejto stratégie by sme vybrali:

e

Greedy stratégia
hodnoty
minci
e ) 15¢
Xistuje
rieSenie
s mensSim

kpoc':tom minci/

_

5 minci

20
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oooo
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[ [az-- Greedy algoritmy

Greedy algoritmy rieSia optimalizacné probléemy
pomocou postupnosti vyberov poloziek do riesenia.
Vybery musia byt:
Realizovatelné

— musia zachovat obmedzenia problemu

Lokalne optimalne
— musia poskytovat najlepsi lokalny vyber
medzi vsetkymi moznymi vybermi v danom kroku

Nezrusitelné

— raz urobeny vyber prvkov do postupnosti je nezmenitelny,
neda sa zobrat spdt a opravit

21



Greedy algoritmy

Pre niektoré optimalizacné problémy ,greedy”
pristup nedava optimalny vysledok.

videli sme to v
poslednom priklade

22



Co sa deje

Kazda iteracia v greedy algoritme pozostava z
nasledujucich casti:

e \/yber - vybera dalsiu polozku

e Kontrola realizovatelnosti - vyber polozky tak,
aby splnala obmedzenia problému

e Kontrola lokalneho optima - overuje, Ci vyber
vytvara lokalne optimalne riesenie

e Kontrola riesenia - zistuje, ¢i je globalne riesenie
uz dosiahnuté alebo nie
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Uloha o dlaZdeni
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Uloha o dldZdeni

V odlahlej malej horskej obci chce starosta konecCne
vyriesit problém s cestou medzi jednotlivymi domami.

e domy nie su umiestnené na jednej ulici, ale su od seba
vzdialené rézne vzdialenosti a cesticky su len vychodené,
bez povrchovej upravy

25



Uloha o dldZdeni

Starosta chce vybudovat nové dldzdené cesty medzi
niektorymi domami tak, aby:
e sa dalo medzi [ubovolnymi

dvoma domami prejst po
novej ceste,

® ale zaroven chce,
aby budoval ¢im
menej metrov ciest.

Stoji pred otazkou
medzi ktorymi domami
ich mé vybudovat?

26
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Uloha o dldZdeni

[ 7 | ' Ziskali sme
el ,kostru“




_ Programovnia, sgortmy duiitos (Ostew informetiky, PF UPLS)
oooo

="l Minimalna kostra — motivacia

Uvazujme dopravnu siet

Mdame nejaké peniaze z EU na vystavbu
dialnic

Ktoré cesty mame prerobit na dialhice, aby
existovalo (nie nutne priame) spojenie
medzi kazdymi 2 mestami vyhradne po
dialniciach a pritom aby sme minuli, o
najmene;j financii

Vstup: pre kazdy usek spajajuci 2 mesta su
dané naklady na jeho prestavbu na dialnicu

29



Iné praktické motivdcie

Telefénna siet: ktoré linky prebudovat
na optické, aby bolo mozné
presmerovat vSetky hovory po
optickych linkach

a chceme pritom minut ¢o najmene;
financii?

Algoritmus na riesenie ako prvy navrhol
v roku 1926 Otakar Boruvka,

ked' riesSil problém efektivnej
konstrukcie elektrickej siete na
Morave.

Zdroj:https://encyklopedie.brna.cz/home-mmb/?acc=profil_osobnosti&load=2471

30
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DDDDDD L
1o Minimalna kostra grafu

Kostra (spanning tree) suvislého grafu G:

suvisly acyklicky podgraf grafu G,

ktory obsahuje vsetky vrcholy grafu G

Minimadlna kostra (minimal spanning tree)
ohodnoteného suvislého grafu G:

kostra grafu G s minimalnym ohodnotem’T

Priklad:

minimalna kostra
— hrany s ohodnotenim 1, 2, 3




oooo . . A
=] Vlastnosti kostier (bez dékazu)

Graf moze mat vela kostier.

Hrany kostry nevytvaraju cyklus.

Kazda kostra grafu s n vrcholmi ma prave n-1 hran.

Pridanie lubovolnej nekostrovej hrany ku kostre vytvori
cyklus.

Medzi kazdymi 2 vrcholmi grafu existuje jedina cesta
vyuzivajuca len kostrové hrany.

32



ooogd
,Q;E.LZH Minimalna kostra grafu
Vstup:

suvisly, neorientovany, ohodnoteny graf;

Problém:

ndjst minimdlnu kostru grafu;

pouzitim hran, ktoré minimalizuju
celkové ohodnotenie.

33



Minimalna kostra grafu

Ktoré hrany tvoria minimalnu kostru grafu na tomto
obrazku?

e

34



Odpoved:

Minimalna kostra grafu

Cena kostry: ?

e

35



___ Progromovania, skgortrmy, soitest (Ustow informetiy, PF UPSS)
oooo
oo

1o Primov (Jarnik, Dijkstra) algoritmus

Tvorbu kostry zacneme jednym vrcholom - strom T,.
V kazdom kroku skonstruujeme T,,, z T;:

e pridame hranu s minimalnym ohodnotenim vychadzajucu z
vrcholu v strome T, a veducu do vrcholu, ktory eSte nie je v

strome @ @
\ »greedy” krok:
. vyber z ,,okrajovych” hran

s minimalnym ohodnotenim

Takto konStruujeme postupnost expandujucich stromov T,, T,, ...

Algoritmus sa zastavi, ked su do kostry pridané vsetky vrcholy.

36



___ Programouanis, skgositmy, itost (Dste informatity, PF UPSS]
oooo

i Primov algoritmus

ds[s] = 0;
p[s] = NULL; R

' Q je mnozina ,,zatial

for (v: vrcholy G okrem s) ' nevybavenych“
. ]
Q = vrcholy G;

while (!Q.isEmpty()) {
vyber v z Q taky, ze
d.[v] = min{d [u]|u patri do Q}
for (w: susedia vrcholu v)

if (w € Q and c(v,w) < d.[w] ){

plw] = v;
d.[w] = c(V,W) ;& ™
} LW (v,w); * Upravime hodnoty a
. predchodcov pre vsetky
} - hrany vychadzajuce z v




Primov algoritmus - simuldcia

s
o0

NULL— s\ O
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Primov algoritmus - simuldcia

Q - mnozina ,,zatial nevybavenych“ vrcholov
(na zaciatku vsetky vrcholy)

—)
0 @)

NULL— s\ O

39



____ Programouanis, shgositmy, itost (Dste informatity, PE UPSS|
oooo
oo

[~ [z Primov algoritmus - simulacia

15
NULL— v ( O @
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ek Primov algoritmus - simulacia

—
0 @)
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oooo

i Primov algoritmus - simuldcia

15 >@
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Programovanie, algoritmy, zlozitost (Ustav informatiky, PF UPJS)

oooo

i Primov algoritmus - simuldcia

15

®
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‘ ’ PAZ +—

Primov algoritmus - simulacia

v
5

15

®
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i Primov algoritmus - simuldcia

15

®
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‘ J PAZ +—

Primov algoritmus - simulacia

15

®
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‘ J PAZ +—

Primov algoritmus - simulacia

47



Uloha 1

Otazka:
Ak zacneme vo vrchole D, ktory vrchol bude odstraneny
z Q ako prvy a ktory ako druhy?

48



Uloha 2

Otazka:
Ak zacneme vo vrchole B, ktory vrchol bude odstraneny
z Q ako prvy a ktory ako druhy?

49



Uloha 3

Otazka:
Ak zacneme vo vrchole B, ktory vrchol bude odstraneny
z Q ako prvy a ktory ako druhy?

50



Primov algoritmus - poznamky

Spravnost (Korektnost): Dokazat, ze algoritmus skuto¢ne pocita
minimalnu kostru grafu. Teda ,,greedy” algoritmus vypocita
optimalne rieSenie.

Efektivnost: Ak pouzijeme prioritny rad na najdenie okrajovej

e VV/

pre graf s n vrcholmi a m hranami mame:

(h—1+m)logn . . .
\ , vlozenie/vymazanie z min-heap

pocet krokov

(min-heap vymazania) pocCet uvazovanych hran

(min-heap viozenia)

O(m log n)

Zlozitost zalezi od pouzitych

datovych struktur 51



___ Progromovania, skgortrmy, soitest (Ustow informetiy, PF UPSS)
oooo
S ] Primov algoritmus — dékaz spravnosti

Nech G je suvisly ohodnoteny graf.

V kazdej iteracii Primovho algoritmu je pridana hrana,
ktora ma jeden vrchol v podgrafe vytvarajucom kostru a vrchol
mimo tohto podgrafu.

Pretoze G je suvisly, existuje vzdy cesta z kazdého do kazdého
vrcholu.

Vystup Y Primovho algoritmu je strom,
pretoze vrchol a hrana, ktoré su pridané do Y su kontrolované na
cyklus v grafe.

52



__Programovania, slgortmy suiitos (Dstew informetiky, PF UPLS)
oooo
S ] Primov algoritmus — dékaz spravnosti

Nech Y, je minimalna kostra G.
AkY,=Y, tak Y (z algoritmu) je minimalna kostra.
Inak (Y, # Y, teda Y (z algoritmu) nie je minimalna kostra):

e nech e je prva hrana pridana pocas konstrukcie Y,
ktora niejevY,,

® a Vnech je mnozina vrcholov spojenych hranami pridanymi
do Y pred pridanim e.

Potom jeden koncovy bod e je vo V a druhy nie je.

KedZe Y, je kostra G, existuje cesta v Y, spdjajuca tieto dva
koncové vrcholy hrany e.

Ked prechddzame pozdi? tejto cesty, musime narazit na hranu f
spajajucu vrchol vo V' s vrcholom, ktory nie je vo V.

53
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oo
=k | Primov algoritmus — dékaz spravnosti

Teraz, v iteracii, ked'je pridavana hranae do Y,

f by mohla byt pridana tiez a mohla by byt pridana
namiesto e
ak by jej ohodnotenie bolo mensie ako e.

Lenze f nebola pridana,

teda ohodnotenie f nie je mensie ako ohodnotenie e.

54



___ Programovania, slporite, holitest et informotiey. PF UPK)
oooo
S | Primov algoritmus — dékaz korektnosti

Nech Y, je graf ziskany z Y, odstranenim fa pridanim e.
Je lahké ukazat, ze:

e Y, jesuvisly

e Y, ma ten isty pocet hran ako Y,

e celkova vaha hran v, nie je vacsia akov Y,

preto Y, je tieZ minimalna kostra G,
obsahuje e a vsetky hrany pridané pred e pocas konstrukcie V

Opakovanim vyssie uvedenych krokov vieme ziskat minimalnu
kostru grafu G, ktora je identicka s Y.

Toto dokazuje, ze Y je minimalna kostra.

55



L Prooramovanis, sigositmy, siitest (Dste informatity, PF UPSS)
oooo
oo

[ [z~ Kruskalov algoritmus

les — graf bez kruznic, ktorého komponenty su stromy

pocet vrcholov grafu uvazujme n >0

ZacCiatok Kruskalovho algoritmu:
e hrany su utriedené podla rastuceho ohodnotenia,

e mame les n disjunktnych stromov.

56



____ Programouanis, shgositmy, itost (Dste informatity, PE UPSS|
oooo
oo

[ [z~ Kruskalov algoritmus

V kazdom kroku algoritmu:

e ,porastie” minimalna kostra grafu
(minimal spannig tree - MIST) o jednu hranu.

e pridame hranu s minimalnym ohodnotenim do mnoziny uz
pouzitych hran, ak nevznikne cyklus.

V priebehu algoritmu jednotlivé kroky vytvaraju obvykle
les stromov (nesuvisly graf).

57



Kruskalov algoritmus - simulacia
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Kruskalov algoritmus - simuldcia

Vrcholy z rovnakého stromu
maju spolocnu farbu.

Na zaciatku je kazdy vrchol sam. P

O—O0—

17

25

‘ 21 13

Utriedené hrany: 1, 2, 5, 8,9, 13, 14, 17, 19, 21, 25
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Q—O

14
8

25

O—=

Utriedené hrany: 1, 2, 5, 8,9, 13, 14, 17, 19, 21, 25

19

13

Kruskalov algoritmus - simulacia

hrany su
utriedené podla
ceny a vzdy
vyberame
najlacnejsiu

60



Kruskalov algoritmus - simuldcia

O—O0—

14

8 25

‘ 21 13
A

Spojime komponenty = vrcholy
dostanu rovnaku farbu, lebo su v
Utriedené hrany: 1, 2, 5, spoloCnom strome

61



Kruskalov algoritmus - simuldcia

vyberame dalsiu
najlacnejsiu hranu
“

Q—0—
14 17
25

‘ 21 13

8

Utriedené hrany: 1, 2, 5, 8, 9, 13, 14, 17, 19, 21, 25
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Kruskalov algoritmus - simuldcia

[ spojime komponenty }

Utriedené hrany: 1, 2, 5, 8, 9, 13, 14, 17, 19, 21, 25
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Kruskalov algoritmus - simulacia

8
Q—

Utriedené hrany: 1, 2, 5, 8, 9, 13, 14, 17, 19, 21, 25
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Kruskalov algoritmus - simulacia

8
Q—

Utriedené hrany: 1, 2, 5, 8, 9, 13, 14, 17, 19, 21, 25
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Kruskalov algoritmus - simulacia

(\
8
O—

Utriedené hrany: 1, 2, 5, 8,9, 13, 14, 17, 19, 21, 25
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Kruskalov algoritmus - simulacia

(\

O—=

Utriedené hrany: 1, 2, 5, 8,9, 13, 14, 17, 19, 21, 25
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Kruskalov algoritmus - simulacia

(\

O—=

Utriedené hrany: 1, 2, 5, 8, 9, 13, 14, 17, 19, 21, 25

68



Kruskalov algoritmus - simulacia

(\

O—= 3

Utriedené hrany: 1, 2, 5, 8,9, 13, 14,17, 19, 21, 25

69



__Programovania, slgortmy suiitos (Dstew informetiky, PF UPLS)
oooo
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= o Kruskalov algoritmus - simulacia

(\

O 21 13

Utriedené hrany: 1, 2, 5, 8,9, 13, 14,17, 19, 21, 25

70



__Programovania, slgortmy suiitos (Dstew informetiky, PF UPLS)
oooo
ou

= o Kruskalov algoritmus - simulacia

(\

O 21

Utriedené hrany: 1, 2, 5, 8, 9, 13, 14,17, 19, 21, 25
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Kruskalov algoritmus - simuldcia

Vsetky vrcholy uz su
spolu v jednom
komponente

Utriedené hrany: 1, 2, 5, 8, 9, 13, 14,17, 19, 21, 25
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Kruskalov algoritmus - simulacia

Ziadnu dalSiu hranu uz
nevieme pridat

Utriedené hrany: 1, 2, 5, 8,9, 13, 14, 17/, 19, 21, 25

73



___ Programouanis, skgositmy, itost (Dste informatity, PF UPSS]
oooo
oo

[ [z Kruskalov algoritmus - simulacia

Utriedené hrany: 1, 2, 5, 8, 9, 13, 14, 17, 19, 21, 25

74



___ Programouanis, skgositmy, itost (Dste informatity, PF UPSS]
oooo
oo

[ [z Kruskalov algoritmus - simulacia

Utriedené hrany: 1, 2, 5, 8, 9, 13, 14, 17, 19, 21, 25
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___ Programouanis, skgositmy, itost (Dste informatity, PF UPSS]
oooo
oo

[ [z Kruskalov algoritmus - simulacia

Utriedené hrany: 1, 2, 5, 8, 9, 13, 14, 17, 19, 21, 25
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Kruskalov algoritmus - simuldcia

2 19
J 9
14 17
8 25
1
21 13

ziskali sme minimalnu
kostru grafu
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Kruskalov algoritmus

V kazdom kroku moze hrana spoji dva existujuce stromy do
jedného stromu

Je potrebny efektivny sp6sob pre urcovanie /vyhnutie sa cyklom

Algoritmus skonci, ked vsetky vrcholy su v jednom strome.

Ak jednovrcholové grafy nepovazujem za stromy
V kazdom kroku hrana moéze:

e zvacsit nejaky existujuci strom

* spojit dva existujuce stromy do jedného stromu

e vytvorit novy strom 78
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ooog
i Kruskalov algoritmus

kostra = prazdny zoznam hran;
zotried mnozinu hran v grafe podla hodnoty;

prirad vrcholom c¢isla komponentov od 1 po n;
//kazdy vrchol je na zaciatku vo vlastnom

komponente

for (e: hrany grafu){

if (zaciatok a koniec hrany e
su v roéznych komponentoch){

kostra.pridajHranu(e);

spoj komponenty zaciatku a konca hrany;



Otazka:

Ktorou hranou zacneme Kruskalov algoritmus?

Uloha 4
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2 Kruskalov algoritmus - poznamky

Algoritmus vyzera jednoduchsi ako Dijkstrov-Primov,
ale je
e Tazdie implementovatelny (kontrola cyklov v grafe)
e Menej efektivny ©(m log m) — utriedenie hran
( pocet hran moze byt az n?)

e Implementdcia spojenia komponentov ovplyvni zlozitost

Kontrola cyklov:
cyklus existuje, prave vtedy ak, hrana spaja vrcholy v
tom istom komponente.
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[ [z~ Primov vs. Kruskalov algoritmus

Casova zloZitost zavisi od pouzitych datovych $truktar v
implementacii.

V oboch algoritmoch sa kontroluje, Ci pridanie prvku
nevytvori cyklus, ¢o je najtazsi krok.

Ak ma graf velky pocet vrcholov,
tak Primov algoritmus je lepsi

Ak ma graf maly pocet hran,
tak casova zlozitost Kruskalovho algoritmu je lepSia
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=l Uloha o zastdvkach autobusu

V obci Kocurkovo stoji niekolko domov

e VsSetky stoja pri jedinej rovnej ceste, ktora cez obec
prechadza

e O kazdom dome vieme, na kolkom metri cesty od zacCiatku
obce ma branu

Nasou ulohou je rozmiestnit na ceste ¢o najmenej
autobusovych zastavok tak, aby sme nimi pokryli celu
obec

e musia byt umiestnené tak, aby to nik nemal zdomu na
zastavku dalej ako 500 metrov
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Uloha o zastdvkach autobusu

V Kocurkove stoja domy na nasledujucich suradniciach:

e 100, 250, 600, 1000, 1100, 1200, 2300, 3300 a 3450 metrov
od zaciatku obce.

Najdite rucne Co najlepsie rozmiestnenie zastavok.

Situaciu si mdézeme znazornit nasledovne:

AN N NN q AN NN\
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e Uloha o zastdvkach autobusu

Optimalne riesenie je postavit Styri zastavky.
Existuje vela sp6sobov, ako to spravit

Napriklad na suradniciach
300 (prvé tri domy)
1100 (Stvrty az Siesty dom)
2800 (siedmy a 6smy dom)
3350 (posledny dom)

Iné, rovnako dobré riesenie, na suradniciach
600, 1200, 2300 a 3333.
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I Uloha o zastdvkach autobusu

Ako ale dokazat, Ze nam na tuto obec nestacia tri
zastavky?

Ako sformulovat vSeobecny algoritmus, ktory bude
tuto ulohu riesit a vzdy ndjde optimalne riesenie?

Optimalne rieSenie vieme zostrojit tak, ze stale
opakujeme nasledujuce kroky:

1. Najdeme prvy dom v obci, ktory este pri sebe
nema zastavku.
2. Postavime zastavku 500 metrov zan.
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Problem rozvrhovania

Vstup:
mnozina T obsahujuca n uloh, z ktorych kazda ma:

® s.— Cas zaciatku
e f. - Cas dokoncenia; s, < f.
e <s. , f>- Casova peridda

Problém rozvrhovania:
Vykonat vsetky ulohy s minimalnym pocétom strojov.

Stroj 3 .. [ [ [ J o
Stroj 2 || | l
Stroj 1 [ 1 L
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2 Problém rozvrhovania

Greedy stratégia:
1. Utriedim ulohy podla cCasu startu.

2. Zoberiem prvu ulohu a priradim ju stroju ktory nic
nerobi. Ak taky stroj nemam tak pridam stroj. Ulohu zo
zoznamu odstranim.

Zlozitost: O(n log n).
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[ ][z Problém rozvrhovania - priklad

Vstup:
mnozina 7 uloh, ktoré maju Casové periody

. [114]1 [113]1 V4 [317]1 [417]1 [619]1
(usporiadané podla zaciatku)

Vystup:
Minimalny pocet strojov, na ktorych je mozné vykonat
vsetky ulohy

Riesenie:
stroj 3 [ ] N
stroj 2 e
stroj 1 ————— 17— 1T 1]
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2 Problém rozvrhovania

T = mnozina uloh; . Kym st nejaké ulohy

pocetStrojov = 9; /g nepriradene

while (!T.isEmpty){

uloha i = uloha z T, s najmensSim s;;
if (existuje stroj m pre ulohu i)
prirad ulohu i stroju m;
else {
pocetStrojov++;
prirad ulohu i stroju pocetStrojov;

}

odstran ulohu i z mnoziny T;
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2 Problém rozvrhovania

Spravnost:

Sporom: Predpokladajme, ze existuje lepsi rozvrh.

e Predpokladajme, Ze m6Zzeme pouzit k-1 strojov
e Algoritmus pouziva k strojov
e Nechje prva uloha na stroji k

e Uloha i musi byt v konflikte s inymi k-1 Glohami,
pretoze pouzivame k-ty stroj

e Teda je k navzajom konfliktnych strojov

e Ale toznamen3, Ze sa neda urobit nekonfliktny rozvrh
na k-1 strojoch.
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[ [ Problém vyberu uloh

Vstup:
Mnozina uloh.

Problém vyberu uloh:
Vybrat najvacsiu mnozinu navzajom kompatibilnych uloh.

e Hovorime, ze dve ulohy jajsu kompatibilné, ak ich casové
periody su disjunktné.
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i Problém vyberu tloh

Greedy stratégia:

e Najprv utriedime ulohy podla casu ukoncenia ulohy od
prvej po poslednu.

® Prechadzame vytvoreny zoznam a ulohu pridame do
vyberu, ak je kompatibilna s uz urobenym vyberom.

e Ak3 je efektivnost tohto algoritmu?
Zavisi to od triedenia.
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[IE- Problém vyberu tloh

Optimalnost algoritmu:
,Greedy” algoritmus vzdy najde mnozinu navzajom
kompatibilnych uloh.

Spravnost algoritmu:
Uvedeny ,greedy” algoritmus optimalne riesi
problém vyberu uloh.

Doékaz: Indukciou vzhladom na n, pocet uloh.
nech n =1 :rieSenie je urCené jednoznacne a je optimalne.

nechn2>2:
predpokladajme, ze tvrdenie plati pre vSetky O < k<n
predpokladajme, ze ulohy su uz utriedené podla koncovych Casov

Nech p je pocet uloh v optimalnom rieseni pre [1,...,n — 1] a nech

g je pocet uloh pre [1,...,n] o4



e e e e ]
oo
i Problém vyberu uloh

Plati p < q.
Lebo kazdé optimalne riesenie pre [1,...,n — 1]
je aj riesenim (nie nutne optimalnym) pre [1,...,n]

Plati nasledujica nerovnost p2q-1°7?

Predpokladajme, ze p < q - 2:
e Nech W je lubovolné optimalne riesenie pre [1,...,n]

e Nech W,=W -{n}, ak W obsahuje n a
W, = W inak

e Potom W, neobsahuje na W, je rieSenim pre [1,...,n - 1]

e Toto je spor s predpokladom, ze optimalne rieSenie pre
[1,...,n — 1] ma p uloh.
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i Problém vyberu uloh

1. pripad: Predpokladajme, ze p = g

e Potom kazdé optimalne rieSenie pre [1,...,n - 1] je
optimalne pre [1,...,n]

e Podla nasho indukéného predpokladu:
ked'n - 1 je preskimané, tak je skonstruované optimalne
rieSenie pre [1,...,n — 1]

e Teda, nebude nic pridané; inak by to bolo riesenie
velkosti > q

e Preto algoritmus da na vystupe riesenie velkosti p, ktoré
je optimalne
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Problem vyberu uloh

2. pripad: Predpokladajme, zep=q - 1

e Potom kazdé optimalne rieSenie pre [1,...,n] obsahuje n.

e Nech kje najvacsSiei:1<i<n-1,take, zZef.<s,.
KedZe f, < -+ <f potom
pre vSetky i: 1 <<k plati, ze i je kompatibilné s n

aprevsetkyi:k+1<i<n-1plati, ze i je nekompatibilné s n.

e To znamena, ze kazdeé optimalne riesenie pre [1,...,n] je
zjednotenim {n} a optimalneho riesenia pre [1,...,k].
Teda, kazdé optimalne riesenie pre [1,...,k] ma p uloh.

Z toho vyplyva, ze Ziadne optimalne riesenie pre [1,...,k]
nie je kompatibilné s lubovolnym k + 1,...,n - 1.
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i Problém vyberu uloh

Nech W je mnozina uloh, ktoré algoritmus uz ma ked skoncil k.
Podla nasej indukcnej hypotézy,
W je optimalne pre [1,...,k]. Teda, ma p uloh.

Algoritmus potom nebude priddvat zZiadnu ulohu
medzik+1an-1do W, alepriddando W

Algoritmus da na vystupe W U {n}.

Tento vystup ma g = p + 1 uloh, a teda je optimalny pre [1,...,n].
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Ip Problém pinenia batohu

Knapsack problem

Zlodej sa vldmal do klenotnictva a chce si naplnit batoh pokladmi
(chce ukradnut ¢o najviac).

Vstup:
Danych je n poloziek S = {polozka,, polozka,, ..., polozka,},

z ktorych kazda ma svoju vahu w; a profit p;

Vystup:
Ktoré polozky by mal zlodej vlozZit do svojho batoha, s
vahovou kapacitou W, aby dosiahol maximalny profit?
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][ Problém plnenia batohu

Najjednoduchsi pristup by bol vygenerovat vSetky mozné
podmnoziny Sperkov a pre kazdu vypocitat profit.
Potom zobrat podmnoZzinu s najvacsim profitom.

Toto vyzaduje ? ¢asu a nazyva sa ? algoritmus.

——

aa
3 /: \\
el
(IS

10



Greedy stratégia
Priklad 1

Probléem plnenia batohu

Polozka |Vaha Profit

W, 25 kg 10 EUR
W, 10 kg 9 EUR
W, 10 kg 9 EUR

Ukradne polozku s najvacsim profitom:

Profit je 10, hoci optimalny profit by mohol byt 18

W=30

)
=

s
S
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Greedy stratégia

Probléem plnenia batohu

Priklad 2
Polozka Vaha Profit
W, 5 kg 50 EUR
W, 10 kg 60 EUR
W, 20 kg 140 EUR

W=30

)
=

s
S

Ukradne polozku s najvacsim profitom vzhladom na jednotku

vahy

Vybera v poradi [1, 3, 2]

Profit je 190, hoci optimalny profit by mohol byt 200
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Probléem plnenia batohu

Greedy stratégia

)

4
/\

=

Lgreedy” pristup ku rieseniu tohto
problému je nepouzitelny na hladanie
optimalneho riesenia
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Zaver

Greedy algoritmus je kazdy algoritmus, ktory riesi dany
problém na zaklade metaheuristického pristupu,
najdenim najlepsej lokalnej volby,

pricom dufame, ze sa takto dopracujeme ku globalnemu
optimalnemu rieseniu

Existuju problémy, pre ktoré tento pristup dava skutocCne
optimalne riesenie <@
vzdy to treba dokdazat

Existuju problémy, pre ktoré tento pristup neda globalny
optimalny vysledok (ale niekedy to staci)
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[][paz -

ak nie su otazky...

Dakujem za pozornost!
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