5. predndska (13.3.2012)

Triediace algoritmy

alebo

tri poucné pribehy
o troch obycajnych algoritmoch




ooood o [m]. o
() Sumarizacia 2. predndsky

Binarne vyhladavanie v case O(log n)
e ma zmysel mat usporiadané prvky v postupnosti
Ako usporiadat’ prvky/hodnoty postupnosti?

e bublinkovée triedenie
e triedenie vyberom

e triedenie z 2. sady zadani ...

Algoritmy sa lisia pristupom k ulohe, ale vsetky
bezia v case O(n?), kde n je pocet prvkov, ktore
chceme utriedit’ (usporiadat’)

e v najhorsom pripade je kazdy z nich v case £2(n?)



__Programovania, slgortmy suiitos (Dstew informetiky, PF UPLS)
ooog 5 : :
e Co sa vlastne da usporaduvat?

Pozorovanie z cviceni:

e nezalezi na tom, ¢o usporadivame - staci, ak pre
lubovolne 2 prvky (hodnoty) vieme povedat, co je
mensie (,,ma byt skor v usporiadanej postupnosti‘)

e metoda porovnaj
e porovna prvky na dvoch zadanych indexoch

e metoda vymen

e vzajomne vymeni prvky na dvoch zadanych indexoch

,Odborne®: vieme usporiadat’ prvky z linearne
usporiadanej mnoziny

e Cisla, znakové retazce, ...



Obama - the sorter

Q: What is the most efficient way to sort a million of 32-bit
integers?

A: | think the bubble sort will be the wrong way to go.

Ako sa da triedit’ lepsSie ako v case O(n?)?



Myslienka ¢. 1

.. ,,a oddeli ludi jednych od druhych, tak ako pastier
oddeluje ovce od capov. A postavi ovce po svojej pravici,
ale capov po svojej lavici.“ ...

4 |11 |10 8 3 7 2 7

Zoberme posledny prvok (7) ako tzv. pivota...

Postavme cisla mensie ako pivot nalavo od pivota
a cisla vacsie alebo rovné ako pivot napravo.

4 3 2 7 |10 | 7 8 | 11

Usporiadajme nejako cisla vlavo a cisla vpravo...



,lavy podproblém*

4

»,pravy podproblém*

4

ooog ...
i Myslienka é. 1
<7 >7
4 3 2 10 7 8 11
g /) \ J
Y Y

3

10

11




Myslienka ¢. 1
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,lavy podproblém* »,pravy podproblém*

public static void utried(int[] p, int odIdx, int polIdx) {
if (odIdx >= poldx) Preusporiada prvky podpola

return; podla pivota a vrati jeho
index v podpoli.

int pivotIdx = rozdel(p, odIdx, poldx);
utried(p, odIdx, pivotIdx - 1);
utried(p, pivotIdx + 1, poldx);
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SRk Myslienka ¢&. 1- ako na to?
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,lavy podproblém* ,pravy podprobléem*

Hlavny problém:

Ako preusporiadat’ prvky v poli tak, aby prvky
nalavo boli mensie a prvky napravo od pivota boli
vacsie alebo rovné ako pivot?



Rozdelenie podla pivota

P 4 |11 | 10| 8 3 7 2 7

novePole | 4 3 2

int[] novePole = new int[p.length];
int idx = 0;
for (int 1 = 0; i < p.length - 1; i++)
if (p[i] < pivot) {
novePole[idx] = p[i];
1dx++;



novePole

Rozdelenie podla pivota
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novePole[idx] = pivot;
idx++;

for (int 1 = 0; i < p.length - 1; i++)
if (p[i] >= pivot) {
novePole[idx] = p[i];
idx++;
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oooo l:m
= Rozdelenie podla pivota

Celkom 2 prechody polom: cas O(n) )

Treba pouzit pomocné pole... =

Da sa s tym nieco spravit?

Pozorovanie:

e pri,kopirovani“ lavej casti plati, ze idx <= i, t.j.
miesto kam zapisujeme urcené idx, nikdy
nepredbehne miesto, ktorée ,,vyhodnocujeme* na
podmienku, ze je mensie ako pivot s
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Rozdelenie bez pomoci

public static int rozdel(int p[], int odIdx, int poIdx) {
int pivot = p[poldx]; Pivota (posledny prvok)

vynechavame
int idx = odIdx;

for (int i = odIdx; i <= poldx - 1; i++) <= Cas O(n)
if (p[i] < pivot) {

vymen(p, 1, idx); Namiesto kopirovania
idx++; vymenime hodnoty

(ked'ze idx <= i)

Pivota z posledného miesta

: ) 4/ presunieme tam, kam patri
vymen(p, 1dx, polIdx); (za prvky mensie od neho)

return idx;

Vsetky prvky vacsie/rovné ako pivot budu az za idx. Preco?



QuickSort

4 3 2 7 |10 | 7 8 | 11
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,lavy podproblém* ,pravy podprobléem*

static void quickSort(int[] p, int odIdx, int polIdx) {

if (odIdx >= poIdx) S
return;  Casova zlozitost' rozdelenia
n

int pivotIdx = rozdel(p, odIdx, poldx);
quickSort(p, odIdx, pivotIdx - 1);
gquickSort(p, pivotIdx + 1, poldx);
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oooo ; ___Programovanie, algoritmy, Zloitost (Ustav informatiky, PF UPJS)
i Ako rychly je QuickSort?

Idealny scenar: pivot je medianom

e median je prvok, ktory je po usporiadani hodnot v
strede (,,v polovici*)

e metoda rozdel rozdeli problém (pole) na dva
podobne velké podproblemy (podpolia)
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QuickSort - idedlny pripad

max. pocet vnoreni: O(log n)
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QuickSort - najhorsi pripad

Vstup: usporiadana postupnost’
e ako pivota volime posledny, t.j. najvacsi prvok

e rozdelenie v tvare [n-1:pivot:0]

1
n-3 ]<
KT :
0

Casova zloZitost:
n+((n-1)+(n-2)+..+1=0(n? (=

e
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oooo . [_"'-____..__..__.....""""—T"'"]
i QuickSort - sumarizdcia

Rekurzivne triedenie zalozené na myslienke
rozdelit’ n-prvkovy vstup v case O(n) na dve
skupiny, ktoré sa potom nezavisle utriedia:

e lava skupina: mensSie ako zvoleny pivot

e prava skupina: vacsie alebo rovné ako zvoleny pivot
Netreba ziadnu pomocnu ,,pamat’™
Casova zlozitost: ,,medzi O(n log n) a O(n?)“

Teoreticka analyza ukazala, ze casova zlozitost' je
v priemernom pripade:

O(n log n)
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oooo . ’m
= QuickSort - a o dalej?

Da sa garantovat’ cas O(n log n)
pre nejaky triediaci algoritmus vzdy?

t.j. nielen v priemernom pripade...
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__Programovania, slgortmy suiitos (Dstew informetiky, PF UPLS)
oooo

1D Myslienka é. 2

QuickSort zlyhava pretoze pivotizacia
negarantuje rozdelenie problému na rovnako
velké podproblémy...

Riesenie: rozdelme vstup ,,presne‘“ na polovicu

4 |11 |10 | 8 3 7 2 7

Y h'd
»lavy podproblém* »,pravy podproblém*

19



Myslienka ¢. 2 (MergeSort)

4 |11 |10 | 8 3 7 2 7

Y h'd
,lavy podproblém*” »pravy podproblém*

4 $

4 8 10 | 11 | 2 3 7 7

Ako ¢o najrychlejsie ,,zlepit’® dve
usporiadané postupnosti do jednej
usporiadanej postupnosti?

________________________



00 -m
=l Zluéovanie

> 4m

Vyber mensiu

z hodnot \

|

Casova zloZitost: O(n)
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MergeSort

4 |11 |10 | 8 3 7 2 7

public static void mergeSort(int[] p, int odIdx, int poldx) {
if (odIdx == poldx)
return;

int stredIdx = (odIdx + poIldx) / 2; Utriedime lav(

mergeSort(p, odIdx, stredIdx); / a pravu cast...
mergeSort(p, stredIdx + 1, poldx);

Zlucime

zluc(p, odIdx, stredIdx, poIdx); 4/ utriedené casti
v case O(n)
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Zlucovanie...

public static void zluc(int[] p, int odIdx, int stredIdx, int polIdx) {
int[] pomocne = new int[poldx - odIdx + 1];
int idx1l = odIdx; int poIdxl = stredIdx;
int idx2 = stredIdx + 1; int poldx2 = poldx;
int zapisIdx = 0;
while ((idx1l <= poldx1l) && (idx2 <= poIdx2)) {

if (p[idx1] <= p[idx2]) { z
pomocne[zapisIdx] = p[idx1l]; idxl++; zapisIdx++; 2

} else { a
pomocne[zapisIdx] = p[idx2]; idx2++; zapisIdx++; 2

} 0
©

o

a

}
while (idx1l <= poIdx1l) {

pomocne[zapisldx] = p[idx1]; idx1l++; zapisIdx++;
}
while (idx2 <= polIdx2) {

pomocne[zapisIldx] = p[idx2]; 1dx2++; zapisIdx++;
}

System.arraycopy(pomocne, 0, p, odIdx, pomocne.length);

Thinking...

(I



Aky rychly je MergeSort?

Zlucovanie n prvkov trva O(n):

e v kazdom kroku po O(1) operaciach presunieme jeden
prvok postupnosti

Ked'ze problém delime na ,,polovice“ je celkova

casova zlozitost’ v kazdom behu

rovnaka ako v idealnom —

pripade QuickSortu: —>

O(n log n) n/4
N |

—

>
~
oo
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00 [—-____.____._..-"_—T""']
| MergeSort - sumarizdcia

Rekurzivne triedenie zalozené na myslienke
rozdelit’ postupnost’ na dve rovnako velké
podpostupnosti, utriedit’ ich nezavisle a potom v
case O(n) usporiadané podpostupnosti zlucit’ do
usporiadanej postupnosti

Cas: O(nlogn) ... vzdy

Nevyhoda: treba pomocne pole (%)
e vylepsenie: vyrobit pomocné pole len raz (velkosti n)
Da sa ,,zbavit“ pomocneho pola?
e Ano, ale to uzZ je poriadne iny pribeh ...
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oooo m
= MergeSort - a o dalej?

Existuje triediaci algoritmus, ktory:
ma casovu zlozitost’ O(n log n)
nepotrebuje pomocné pole

uci sa na standardnych kurzov o algoritmoch
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oooo - .
SR Myslienka é&. 3
Zabudnime na triedenie... >
7@6&%’
6‘00 ./

Binarna halda (binary heap) je:

e takmer uplny binarny strom

e pre kazdy uzol (s vynimkou korena) plati, ze jeho
rodi¢ obsahuje vacsiu alebo rovnaku hodnotu

27



L Programovania, slgortmy suiitos (Dstw informetiky, PF UPSS)
oooo
oo

[l Takmer uplny binarny strom

T.U.B.S. je binarny strom, v ktorom:
e vsetky urovne (s vynimkou poslednej) musia byt’ plné

e na poslednej urovni su vsetky listy ,,co najviac vlavo*

-

O(log n)
A

\ Listy na poslednej Grovni
sU €o najviac vlavo

1
1
L
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Takmer uplny bin. strom v poli

I 8 9 10 11 12 13 14
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
76 190 |54 (17 (61|39 |76 |12 |55 (12|22 |10 | 61|80 |77

29



Takmer uplny bin. strom v poli

/ 8 9 10 11 12 13 14
12 () (0 @ (@ @) @ @
Uzol na indexe i, ma:

e laveho syna na indexe 2i+1

e praveho syna na indexe 2i+2
30



L Prosramovanis, sigositmy, slitest (e informatity, PF UPSS]
oooo

I Takmer lplné bindrne stromy
Vlastnosti:

e logaritmicka vyska
e ide ich ,efektivne“ ulozit’ v poli

e na kazdeé n-prvkovée pole mozeme pozerat’ ako na
nejaky takmer uplny binarny strom, ktory je ulozeny
v tomto poli
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Halda (Heap)

Binarna halda je:

e takmer Uplny binarny strom

e pre kazdy uzol (s vynimkou korena) plati, ze jeho
rodic obsahuje vacsiu alebo rovnaku hodnotu
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Vlastnosti haldy

V koreni (pod)stromu je vzdy

maximum z hodn6t v strome \A @
£ >
LA LA
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oooo -m
=/ Ako sa vyrdbaju haldy?

Ako lubovolny
takmer uplny binarny strom
prerobit’ na haldu
obsahujucu tie isté hodnoty?

alebo problém hromadnej fotografie...
= "
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Ako strom prerobit na haldu?

Riesme jednoduchsi problem:

e strom je skoro halda - jediny ,,narusitel* vlastnosti
,byt haldou“ je koren...

4_/ ,,Narusitel*

Demonstracia

ONONORONONORONS
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Ako strom prerobit na haldu?

Vymenme narusitela s vacsim z jeho synov:

e v koreni bude najvacsia hodnota (to chceme)

e ,problem* posunieme pod podstromu,

kde bol vacsi syn @ 4____]W/mena...

OPO®OEE®
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Haldovaci algoritmus

void uhalduj(int[] p, int narusitelIdx, int poslednyIdx) {
while (true) { Il
int najvacsiIdx = narusitelIdx; p.length-1
int lavySynIdx = narusitelIdx * 2 + 1;
int pravySynIldx = narusitelIdx * 2 + 2;

Kto z nich je najvacsi?

if ((lavySynIdx <= poslednyIdx) && narusitelldx
(p[lavySynIdx] > p[najvacsildx])) |
najvacsildx = lavySynIdx; ' '

lavySynIdx pravySynIdx

if ((pravySynIdx <= poslednyIdx) &&
(p[pravySynIdx] > p[najvacsildx]))
najvacsildx = pravySynIdx;

_ . . . Ak je potencialny ,narusitel*
if (najvacsildx == narusitelIdx) 4\ nie mensi ako jeho synovia,
break; mozeme skoncit...

vymen(p, narusitelldx, najvacsildx);

i ; i rusitela® vymenim
narusitelIdx = najvacsiIdx; ”N?vlf' tela” vymenime
} s vacsim zo synov...



oooo m
= Haldovaci algoritmus

Casova zlozitost’:
e kazdy krok (iteracia while cyklu) je O(1)
e kazdym krokom ,,narusitela® posunieme o uroven
nizsie
e ,narusitel“ prestane byt , narusitelom* najneskor
vtedy, ked’ sa stane listom

e n-prvkova halda ma nanajvys O(log n) urovni

O(log n)
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Ako prerobit strom na haldu?

Fakty:
e kazdy podstrom haldy je halda... (rekurzia)

e v logaritmickom case vieme opravit haldu s
,narusitelom* haldovosti v koreni

Riesenie:

e budujeme haldu zdola-nahor

e po tom, co su lavy aj pravy podstrom (rekurzivne)
prerobené na haldy, jediny mozny ,,narusitel* je v

koreni...
39



Haldujeme cely strom!

Vylepsenie: p.length / 2

void vytvorHaldu(int[] p) {
for (int korenIdx = p.length - 1; korenIdx >= ©; korenIdx--)
uhalduj(p, korenIdx, p.length - 1);

}
\ Postupne od najmensich podstromov
haldujeme cely strom (vsetky podstromy s
korenom vacsim ako korenIdx su uz halda)
Casova zlozitost'”
e n krat uhaldovanie v O(log n) = O(n log n)

e detailnejsou analyzou (na cviceniach?) mozno ukazat,
ze zlozitost' celeho haldovania je dokonca O(n)

e ,haldujeme od korena“ vela stromov s malou vyskou a malo
stromov s velkou vyskou...
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Od haldovania k triedeniu

Fakty o halde:

e v koreni je vzdy maximum z hodnot
Triediaci algoritmus (idea):

e vyber koren haldy (maximum z hodnot) a zober ho
ako posledny prvok usporiadanej postupnosti

e do korena haldy daj prvok haldy s najvacsim
indexom a zmensi haldu o 1

e ak tento prvok narusi vlastnost’ byt haldou, tak je to
yharusitel* v koreni - toto vieme riesit’ v logaritmickom
case...

e usporiadaj zvysné prvky v halde rovhakym sposobom
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HeapSort

public static void heapSort(int[] p) {

vytvorHaldu(p); q\

for (int i = p.length - 1; i > 0; i--) {

vymen(p, %, i); <\ I v
uhalduj(p, 0, i - 1); Vymenime koren s

,poslednym* prvkom

Vytvorime z hodnot v poli haldu: O(n)

} haldy: O(1)
}
Vymena mozno narusila Velkost’ haldy po kazdom
haldu v koreni, preto ju kroku zmensujeme

skusime opravit: O(log n)

Celkovy cas:
O(n) + n.O(log n) = O(n) + O(n log n) = O(n log n)
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__Programovania, slgortmy suiitos (Dstew informetiky, PF UPLS)
oooo

=l HeapSort - sumarizdcia

Triedenie vyuzivajuce udajovu strukturu binarna
halda, ktoru mozno efektivne reprezentovat v
poli

Celkovy Cas: O(nlogn) &

Netreba pomocné pole &

Halda a jej modifikacie sa vyuzivaju aj pri inych
algoritmoch a udajovych strukturach...

e napr. implementacia prioritného radu
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00 ml
ol Sumarizdcia

3 triediace algoritmy:
e QuickSort - priemerny cas O(n log n)
e najhorsi pripad O(n?), existuje verzia garantujuca O(n log n)
e najcastejsie pouzivany v praxi
e T. Hoare, 1960
e MergeSort - cas O(n log n), treba pomocné pole

e princip sa pouziva v databazach pri triedeniach na disku

e J. von Neumann, 1945
e HeapSort - cas O(n log n)
Problem triedenia porovnavanim je Q(n log n) -
O(n log n) nie je mozné asymptoticky zlepsit'...
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Programovanie, algoritmy, zloZitost (Ustav informatiky, PF UPJS)

oooo
oo

' ’ PAZ +—

ak nie su otazky...

Dakujem za pozornost
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