Programovanie, algoritmy, zloZitost (Ustav informatiky, PF UPJS v Kosiciach)



® Greedy stratégia, greedy algoritmus
® Minimalna kostra grafu

® |Jloha o zastavkach autobusu

® Problém plnenia batoha

® Jednoduchy rozvrhovy problé
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Motivacia

Priklad 1. VesStica Teodora, ktora sa nikdy nemyli,
nam predpovedala, ako sa bude vyvijat cena
zlata v nasledujucich dnoch. Ako s nim
obchodovat’, aby sme si co najviac zarobili?

® Mame v hotovosti 300 eur. Dnesna cena zlata je
34 eur za gram. V nasledujucich dnoch sa tato
cena bude menit nasledovne: zajtra 32 eur/g,
pozajtra 30 eur/g, v dalsich dnoch to bude
postupne 35, 33, 32, 38, 40 a 37 eur/q.
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® Viete mat’ na konci posledneho dna 400 eur? A da
sa dosiahnut’ este viac?

® Ako postupovat’ optimalne?

® Pockame, kym cena klesne na 30 eur za gram.
Vtedy nakupime za vSetky peniaze 10 gramov
zlata.

® Na druhy den ho zase vsetko predame, takze
budeme mat’ 350 eur. Atd.
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® \/ nasej stratégii na riesenie ulohy sa striedaju
dva kroky:

® pockame na lacné zlato a nakupime;

® pockame na drahé zlato a predame.

® Ako ale exaktne definovat, co je ,lacne zlato , a
teda kedy nakupovat’ a kedy predavat?
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Pazrava stratégia

® Cena zlata sa meni v noci.

® Teda kazdy vecer mozeme pazravo (nenasytne)
hodnut, Ci chceme zlato alebo peniaze, a

oz

POC

la toho nakupit’ alebo predat.

® Stretavame sa so situaciou, kedy sme globalne
optimalne riesenie zostrojili tak, Zze sme
postupne urobili niekolko lokalne optimalnych

oz

hodnuti.
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Greedy (pazrava) strategia

® Priklad 2: Predpokladajme, ze budeme platit mincami.
Nase mince maju hodnoty 25¢, 10¢, 5¢ a 1¢ (mame ich
dost’), a predpokladajme, ze je potrebneé zaplatit’ 63¢.
Chceme pri platbe pouzit' co najmenej minci.

® 7volime nasledujuci algoritmus: zaplatime najvacsou

mincou nie vacsou ako 63¢, pridame ju do zoznamu minci,
ktorymi platime a odpocitame jej hodnotu od 63¢,
dostaneme 38¢. Potom vyberieme najvacsiu mincu, ktorej
hodnota nie je vacsia ako 38¢, pridame do zoznamu
minci, ktorymi platime, atd'.

® Tato metdda charakterizuje greedy stratégiu (algoritmus)
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: ‘ Greedy stratégia

® Poznamenajme, ze greedy strategia v tomto
pripade poskytne optimalne riesenie (vdaka
vhodnym hodnotam minci).

® Ak by sme mali hodnoty minci 1¢, 5¢, a 11¢ a

mali by sme zaplatit’ 15¢, podla tejto stratégie by
sme vybrali mincu 11¢ a potom Styri mince 1¢,
celkom 5 minci.

® Je toto rieSenie optimalne? Nie. Tri mince 5¢ by
stacili.
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ocH Greedy algoritmy

Optimalizacné probléemy rieSené pomocou
postupnosti vyberov, ktoreé su:

® Realizovatelné - musia splriat obmedzenia problému.

® | okalne optimélne — musia poskytovat’ najlepsi lokalny vyber
medzi vSetkymi moznymi vybermi v tomto kroku.

® Nezrusitelne - raz urobeny vyber prvkov do postupnosti je
nezmenitelny.

Nie vsetky optimalizacné probléemy mozu byt’
riesitelné tymto pristupom!
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Co sa deje

® Kazda iteracia v greedy algoritme pozostava z
nasledujucich casti:
® Procedura vyberu - vybera d'alsiu polozku.

® Kontrola realizovatelnosti - urcuje, Ci
rozhodnutie vyberu vytvara lokalne optimalne
riesenie.

® Kontrola rieSenia - urcuje, Ci je riesenie uz
dosiahnuté alebo nie.
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Uloha o dlazdeni
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UvaZzujme dopravnu siet’

Mame nejaké peniaze z EU na vystavbu
dialnic

Ktoré cesty mame prerobit na dialnice, B\ (4

aby existovalo (nie nutne priame)
spojenie medzi kazdymi 2 mestami
vyhradne po dialniciach a pritom aby
sme minuli, co najmenej

Vstup: pre kazdy usek spajajuci 2 mesta _; il
naklady na jeho prestavbu na dialnicu
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Iné prakticke motivacie

® Telefonna siet: ktore linky prebudovat’ na
optické, aby bolo mozné presmerovat’ vsetky

hovory po optickych linkach a chceme pritom
minut’ co najmenej ?

® Algoritmus na riesenie ako prvy navrhol v roku
1926 Otakar Boruvka, ked' riesil problém
efektivne] konstrukcie elektrickej siete na
Morave
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® Kostra grafu (spanning tree) suvisleho grafu G: suvisly
acyclicky podgraf grafu G, ktory obsahuje vSetky vrcholy
grafu G.

® Minimalna kostra grafu (minimal spanning tree - MST)

hranovo ohodnoteného suvislého grafu G: je to kostra
grafu G s minimalnym ohodnotenim.

® Priklad:
® Do kostry patria hrany

s ohodnotenim 1, 2, 3
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Vlastnosti kostier (bez dokazu)

Graf moze mat vela kostier
Kazda kostra grafu s n vrcholmi ma prave n-1 hran
Hrany kostry nevytvaraju cyklus

Pridanie lubovolnej nekostrovej hrany ku kostre vytvori
cyklus

Medzi kazdymi 2 vrcholmi grafu existuje jedina cesta
vyuzivajuca len kostrove hrany

Minimalna kostra: taka kostra, v ktorej sucet ohodnoteni
(vah) hran je minimalny spomedzi vSetkych moznych
kostier grafu
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® Problém: dany je suvisly, neorientovany,
hranovo ohodnoteny graf:
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® najst’ kostru pouzitim hran, ktoré minimalizuju
celkové ohodnotenie.
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® Ktoré hrany tvoria minimalnu kostru grafu na
tomto obrazku?
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Dijkstrov-Primov algoritmus

Tvorbu kostry zacneme jednym vrcholom, dostaneme strom T,.

V kazdom kroku zabezpecime “zvacsovanie” stromu o jeden
vrchol/jednu hranu

® Skonstruujeme postupnost expandujucich stromov T, T,, ...

V kazdom kroku skonStruujeme T,,, z T;: pridame hranu s minimalnym
ohodnotenim vychadzajucu z vrcholu v strome (T;) a veducu do
vrcholu, ktory esSte nie je v strome

® vyber z “okrajovych” hran (toto je “greedy” krok!)

Algoritmus sa zastavi, ked’ su do kostry pridané vsetky vrcholy.
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MST-Prim(G, w, r)
Q = V[C];

for each u € Q

key[u] = oo;
key[r] = O;

p[r] = NULL;
while (Q not empty)
u = ExtractMin(Q);
for each v e Adj[u]
it (v € Q and w(u,Vv) < key[V])
pLv]l = u;
key[v] = w(u,v);

Priklad
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MST-Prim(G, w, r)
Q = VICG];
for each u € Q
key[u] = ;
key[r] = O;

pLr] = NULL;
while (Q not empty)
u = ExtractMin(Q); Beh algoritmu na priklade
for each v € Adj[u]
i1IT (v € Q and w(u,Vv) < key[V])
pLv]l = u;
key[v] = w(u,Vv);

o0
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MST-Prim(G, w, r)
Q = VICG];
for each u € Q
key[u] = ;
key[r] = O;

p[r] = NULL;
while (Q not empty)
u = ExtractMin(Q); Vyber Startovacieho vrcholu r
for each v € Adj[u]
it (v € Q and w(u,Vv) < key[V])
PLv]l = u;
key[v] = w(u,Vv);

o0
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MST-Prim(G, w, r)
Q = VI[C];
for each u € Q
key[u] = o;
key[r] = 0;
p[r] = NULL; <:>
while (Q not empty)

o0

u = ExtractMin(Q); Cervené vrcholy boli odstranené z Q

for each v e Adj[u]
it (v € Q and w(u,Vv) < key[V])
pLv]l = u;
key[v] = w(u,Vv);
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MST-Prim(G, w, r)
Q = V[C];
for each u € Q

key[u] = o;

key[r] = O; (:2h--.
p[r] = NULL;

while (Q not empty) 2

u = ExtractMin(Q); Cierne Sipky uréujii smerniky
for each v e Adj[u] k rodicom
IT (v e Q and w(u,v) < key[v])
pLv]l = u;
key[v] = w(u,Vv);
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MST-Prim(G, w, r)
Q = V[C];
for each u € Q
key[u] = ;
key[r] = O; @
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® Potrebujeme dokazat, ze tento algoritmus skutocne
pocita minimalnu kostru grafu.

® Potrebujeme pouzit prioritny rad na najdenie okrajovej

® Ffektivnost: pre graf s n vrcholmi a m hranami:

(n-1+m)logn N . .
—__vlozenie/lvymazanie z min-heap

Pocet krokov Podet uvazovanych
(min-heap hran
vymazania) (min-heap vloZenia)

©(m log n)
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® Nech G je suvisly hranovo ohodnoteny graf.

® \ kazdej iteracii Primovho algoritmu je pridana
hrana, ktora ma jeden vrchol v podgrafe
vytvarajucom kostru a vrchol mimo tohto
nodgrafu.

Pretoze G je suvisly, existuje vzdy cesta do
Kkazdého vrcholu.

® Vystup Y Primovho algoritmu je strom, pretoze
vrchol a hrana, ktoré su pridané do Y suU spojene.
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>Dokaz korektnosti Primovho algoritmu

® Nech Y1 je minimalna kostra G. Ak Y1=Y, tak Y je
minimalna kostra. Inak, nech e je prva hrana
pridana pocas konstrukcie Y, ktora nie jev Y1, a
V nech je mnozina vrcholov spojenych hranami
pridanymi pred pridanim e.

® Potom jeden koncovy bod e je vo V a druhy nie
je. Pretoze Y1 je kostra G, existuje cesta v Y1
spajajuca tieto dva koncové vrcholy. Ked
brechadzame pozdlz tejto cesty, musime narazit
na hranu f spajajucu vrchol vo V s vrcholom,
Ktory nie je vo V.
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Dokaz korektnosti Primovho algoritmu

Teraz, v iteracii, ked je pridavana hrana e do Y, f by mohla byt’
pridana tiez a mohla by byt’ pridana namiesto e, ak by jej
ohodnotenie bolo mensie ako e. Pretoze f nebola pridana,
ohodnotenie f nie je menSie ako ohodnotenie e.

Nech Y2 je graf ziskany z Y1 odstranenim f a pridanim e.

Je lahké ukazat, ze Y2 je suvisly, ma ten isty pocet hran ako Y1 a
celkova vaha jeho hran nie je vacsia ako v Y1, preto je to tiez
minimalna kostra G a obsahuje e a vSetky hrany pridané pred e
pocas konstrukcie V.

Opakovanim vyssie uvedenych krokov vieme ziskat’ minimalnu
kostru grafu G, ktora je identicka s Y. Toto dokazuje, ze Y je
minimalna kostra.
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® 7acneme s prazdnym lesom stromov.
® \ kazdom kroku “porastie” MST o jednu hranu.
® Medzikroky maju obvykle les stromov (nesuvisly graf).

® \/ kazdom kroku pridame hranu s minimalnym ohodnotenim
medzi uz pouzité hrany, ak nevznikne cyklus.

® Hrany su na zaciatku utriedené podla rastuceho
ohodnotenia.
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Iny greedy algoritmus pre MST: Kruskalov

V kazdom kroku hrana moze:
® 7vacsit nejaky existujuci strom.

® Spojit’ dva existujuce stromy do jedneho
stromu.

® Vytvorit' novy strom.

® Je potrebny efektivny sposob pre urcovanie
/vyhnutie sa cyklom

® Algoritmus skonci, ked vsetky vrcholy su v
jednom strome.
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Beh algoritmu:

Kruskal )
{
T =0;
for each v ¢ V
MakeSet(Vv);
sort E by increasing edge weight w
for each (u,v) € E (In sorted order)
iIT FindSet(u) # FindSet(v)
T =TU {{u,v}};
Uniton(FindSet(u), FindSet(v));
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Kruskal ()

1
T = O;

for each v € V
L MakeSet(Vv); ‘ ‘

ort E by iIncreasing edge weight w

for each (u,v) € E (1In sorted order)
IT FindSet(u) # FindSet(v)

T =TU {{u,v}};
Union(FindSet(u), FindSet(v));
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Kruskal ()

{
T = O;

for each v € V

MakeSet(Vv); ‘ ‘
{éort E by Increasing edge weight w
f

or each (u,v) € E (iIn sorted order)
IT FindSet(u) # FindSet(v)

T =TU {{u,v}};
Union(FindSet(u), FindSet(v));
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Poznamky o Kruskalovom algoritme

® Algoritmus vyzera jednoduchsi ako Dijkstrov-
Primov, ale je

® Tazsie implementovatelny (kontrola cyklov v
grafe!)

® Menej efektivny ©(m log m)

® Kontrola cyklov: cyklus existuje akk hrana
spaja vrcholy v tom istom komponente.

® Union-find algoritmy
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Porovnanie Prim & Kruskal

® Primov algoritmus: T(n) € ©(n?)

® Kruskalov algoritmus: W(m, n) € ©(m lg m)
a W(m, n) € © (n?lg n)

® Ak ma graf velky pocet vrcholov, tak Primov
algoritmus je lepsi.

® Ak ma graf maly pocet hran, tak cas behu
Kruskalovho algoritmu je lepsi.

® Casova zlozitost' zavisi od pouzitych
datovych Struktur v implementacii.
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Uloha

0 zastavkach autobusu

® V obci stoji niekolko domov. Vsetky stoja pri
jedinej rovnej ceste, ktora cez obec prechadza.
O kazdom dome vieme, na kolkom metri cesty

od zaciatku o

bce ma branu.

® Nasou ulohou j

e rozmiestnit na ceste co

najmenej autobusovych zastavok tak, aby sme
nimi pokryli celt obec. Presnejsie, zastavky
musia byt umiestnené tak, aby to nik nemal z
domu na zastavku d’alej ako 500 metrov.
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V Kocurkove stoja domy na nasledujucich
suradniciach: 100, 250, 600, 1000, 1100, 1200,
2300, 3300 a 3450 metrov od zaciatku obce.

Najdite rucne co najlepsie rozmiestnenie zastavok.

Situaciu si mozeme znazornit nasledovne:
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Uloha o zastavkach autobusu

® Optimalne riesenie je postavit’ styri zastavky.
Existuje vela sposobov, ako to spravit: napriklad
budeme mat’ zastavky na suradniciach 300 (sem
budu chodit’ z prvych troch domov), 1100 (stvrty
az Siesty dom), 2800 (siedmy a 0smy dom) a 3350
(posledny dom).

® |né, rovnako dobré riesenie, je postavit zastavky
na suradniciach 600, 1200, 2300 a 3333.
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Uloha o zastavkach autobusu

® Ako ale dokazat’, ze nam na tuto obec nestacia
tri zastavky?

® Ako sformulovat’ vseobecny algoritmus, ktory
bude tuto ulohu riesit’ a vzdy najde optimalne
riesenie?

Optimalne riesenie teda vieme zostrojit’ tak, ze
stale opakujeme nasledujuce kroky:

1. Najdeme prvy dom v obci, ktory este pri sebe
nema zastavku.

2 . Postavime zastavku 500 metrov zafi.
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Problem plnenia batohu

Knapsack problem

® 7lodej sa vlamal do klenotnictva a chce si naplnit’
batoh pokladmi (chce ukradnut’ co najviac).

Danych je n poloziek S = {polozka,, polozka,, ...,
nolozka, }, z ktorych kazda méa svoju vahu w; a
profit p;.

® Ktoré polozky by mal zlodej vlozit’ do svojho
batoha, ktory ma vahovu kapacitu W, aby
dosiahol maximalny profit?
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® Najjednoduchsi pristup by bol vygenerovat’' vsetky
mozné podmnoziny sperkov a pre kazdu vypocitat’
profit. Potom zobrat’ podmnozinu s najvacsim
profitom.

® Toto vyzaduje ? casu a nazyva sa ? algoritmus.

e

i
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® Predpokladajme, ze mame 3 polozky:

Polozka |Vaha Profit
QUS| W1 25 kg 10 EUR
Y
ﬁj i Z 10 kg 9 EUR
W3 10 kg 9 EUR

—

,f\
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- ‘ Pristup 1

® Ukradne polozku s najvacsim profitom:
e 5=3 w=[25, 10, 10], p = [10, 9, 9], W = 30

® profit je 10, hoci optimalny profit by mohol byt’
18
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Pristup 2

® Ukradne polozku s najvacsim profitom vzhladom
na jednotku vahy

® 5=3,w=[5, 10, 20], p = [50, 60, 140], W = 30
® \lybera v poradi [1, 3, 2].
® Profit je 190, hoci optimalny profit by bol 200

Izl

=z
CH S
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Zlomkovy problém plnenia batohu

® Fractional Knapsack Problem

® 7lodej nemusi ukradnut’ celu polozku, ale moze
vziat’ lubovolny zlomok polozky.
® Poskytneme optimalne rieSenie:
® 50 + 140 + (5/10) * 60 = 220
® Zlodej vezme 5/10 z polozky 2

® 5 je zostavajuca kapacita batohu Wi/
l[ =" \\

S8
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lomkovy problém plnenia batoha

® Dané je: Mnozina S s n polozkami, i-ta p_)ologm ma
® Db, - kladny benefit
® w; - kladnu vahu

® (iel: vybrat polozky s maximalnym celkovym benefitom, ale vahou
najviac W.

® Ak povolime zlomkové mnozstva, tak tento problém sa nazyva
zlomkovy problém plnenia batoha.

® V tomto pripade, ak oznacime x; mnozstvo, ktoré vezmeme z i-tej
polozky

® Maximalizujeme Zbl (Xi /Wi)
€S

® Obmedzenie:
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Priklad

® Dané: Mnozina S obsahujuica n po_loigk, I-ta polozka ma
® Db, - kladny benefit
® w; - kladnu vahu

® (iel: Vybrat polozky s maximalnym celkovym benefitom, ale s
vahou najviac W.

—— “Batoh”

—

RieSenie:

Polozky: - elml z5
. «2ml z3

Vaha: 4ml 8ml 2ml 6ml 1ml
Benefit EUR: 12 32 40 30 50

Hodnota: 13 A 20 5 50
(EUR za ml)

Programovanie, algoritmy, zloZitost (Ustav informatiky, PF UPJS v Kosiciach)

e6ml zo 4
elmlz?2




Iomkovy problem plnenia batoha

N ) ) N Algorithm fractionalKnapsack(S, W)
Greedy vyber: V kazdom Input: set S of items w/ benefit b,

kroku vyberat’ polozku s and weight w.; max. weight W
najvyssou hodnotou Output: amount x; of each item i
(pomer benefit k vahe) to maximize benefit with

® Na ukladanie poloZiek weight at most W
pouZijeme prioritny rad foreachitem1inS
(heap-based priority Xj < 0
queue), potom Casova Vv, < b, /w, {value}

zlozitost' je O(n log n). w <« 0 {current total weight}
while w <W
remove item 1 with highest v;
X; <— min{w; , W —w}
W<« w + min{w; , W —w}
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Zlomkovy problém plnenia batoha

® Korektnost: Predpokladajme, ze existuje lepsie riesenie

® Teda existuje polozka i1 s vyssou hodnotou nez
vybrata polozka j (t.j., vi<v;) , ak nahradime polozku
j polozkou 1, dostaneme 1ep3|e riesenie.

® Teda neexistuje ziadne lepsie riesenie nez to, ktoré
dava greedy algoritmus.
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Rozvrhovanie uloh

® Daneée: mnozina T obsahujuca n uloh, z ktorych kazda ma:
e Startovaci ¢as, s,
e (Cas dokonéenia, f; (kde s, < f.)

® Ciel: Vykonat' vsetky ulohy s minimalnym poctom strojov.”

Stroj 3
Stroj 2
Stroj 1
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Rozvrhovanie uloh

® Greedy vyber: Berieme [ algorithm taskSchedule(T)

lehy POd,l’a i(v:h Input: set T of tasks w/ start time s,
startovacich casov a and finish time f.

pouzijeme pritom co Output: non-conflicting schedule
najmensi pocet strojov with minimum number of machines
pre toto poradie. m«0 {no. of machines}

e (as behu: o(n log while T is not empty
' remove task i w/ smallest s;

F If there’s a machine j for i then
schedule i on machine j
else
m«—m+1
schedule 1 on machine m
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Rozvrhovanie uloh

® Korektnost’: Predpokladajme, ze existuje lepSi rozvrh.
® Mozeme pouzit’ k-1 strojov
® Algoritmus pouziva k strojov
Nech 1 je prva uloha na stroji k

Uloha i musi byt v konflikte s inymi k-1 Glohami
Teda je k navzajom konfliktnych strojov

Ale to znamena, ze sa neda urobit’ nekonfliktny
rozvrh na k-1 strojoch.
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® Dané: mnozina T obsahujuca n uloh, z ktorych kazda ma:
e Startovaci ¢as, s,

® Koncovy cas, f; (kde s, < f))
® [1,4], [1,3], [2,5], [3.7], [4,7], [6,9], [7,8] (usporiadané podla zaciatku)
® Ciel: Vykonat vsetky ulohy na minimalnom pocte strojov

Machine 3
Machine 2
Machine 1
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® Greedy (pazravy) algoritmus je kazdy algoritmus,
ktory rieSi dany problem na zaklade
metaheuristickeho pristupu, najdenim najlepsej
lokalnej volby, pricom dufa, ze sa takto dopracuje

ku globalnemu optimalnemu rieseniu.

® Existuju problemy, pre ktoré tento pristup dava
skutocne optimalne riesenie (vzdy to treba
dokazat).

® Existuju problemy, pre ktoré tento pristup neda
globalny optimalny vysledok (ale niekedy to staci).
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Pouzita literatura:

Briana B. Morrison: Greedy algorithms, dostupné na webe

Motivacny priklad o vestici a obrazok k dlazdeniu zo
studijnych materialov DVUI.
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